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4من  1الصفحة                                                                                        أقلب الورقة   

 على المتزشخ أن يختار أدذ المىضىعيه التالييه :

  المىضىع الأول:  
 ( وقط 40 ) التمزيه الأول:

لى معوـم مذعا د ومذجاوس مامفضاء منسوب ا  ; ; ;O i j k
 

هعخبـر امنلـط  -2,-1,3A  ، 1,3,5B ،
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 
 
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 ، 1,-1,2E  و

المس خليم       :ذو اهتمثيل اموس يعي
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 

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. حير   t 

AB(  أ  ( أ حسب الجداء امسومي2 AC ثم اس خنذـج كيسا بامراديان نوزاويةBAC ، ثم اس خنذـج أ ن امنلـطA ,B وC . ثعين مس خويا 

بحير يكون امضعاع  و بـ( أ وخد امعددين الحليلين      , ,1n    ميا نومس خويناظ ABC،  . ثم اس خنذج معادلة ديكارثية له 

( مخكن 1 , ,M x y z  هلعة من المس خليم  وf  بـ :  الدالة المعرفة على f t EM 
أ ( أ كخب       f t  بدلالةt ثم أ درس اتجاه ثغير الدالة ،f. 

والمس خليم Eاس خنذج المسافة بين أ صغر ما يمكن ؟ EMامتي حكون من أ خويا المسافة tبـ( اس خنذج كيمة امعدد الحليلي     . 

حدازيات امنلعة     على المس خليم  Eالمسلط امعمودي نونلعةHحـ( اس خنذج ا  . 

مكرة (     أ  ( أ كخب معادلة سعح ا0 S  امتي مركزىاE  وتمس المس خليم . 

بـ (  أ درس اموضع امنس بي نومس خوي        ABC  و سعح امكرة S. 

 ( وقط 40 ) التمزيه الثاوي:

ركب المنسوب الى المعلم المخعامد والمخجاوسالمس خوي الم ; ;O u v  هعخبر امنلط .;B A وC :امتي لاحلاتها على امترثيب 

    42
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  ،B Az i z      وC Az z    (   .Az  مرافقAz . ) 

 على امضكل الجبري  . Az ,Bzأ كخب     (2
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zذات املاحلة  مركزه امنلعة  S بواسعة جضابو مباشر Bهي صورة  امنلعة Aبـ( اس خنذج أ ن امنلعة         

zحير )                       هي حل المعادلة E. يعوب ثعيين عناصره المميزة وكخابة عبارثو المركبة   ) 

أ  ( أ وخد مركز و هصف كعر الدائرة  (0 المحيعة بالمثورABC. 

1 ذات املاحلة  Hبين أ ن امنلعةبـ (    3Hz i   هي مركز الدائرة     صورة الدائرة   بامخحويلS معادلة ديكارثية  نداائرة ثم عيّن     

 امتي من أ خويا يكون امعدد المركب nيعي عيّن كيم امعدد امعب    (4
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4من    2 الصفحة                                                                                                  

 وقط( 40)  التمزيه الثالث:

 n
uالمخخامية المعـرفة بحدىا ال ول
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u    ومن أ حـل كل عدد ظبيعي ،n   : 
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
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n :2بين بامذـراحع أ هو من أ حـل كل عدد ظبيعي     أ (          (2   1
n

u .  

بين أ ن المخذـامية     (ـب               n
u .  اس خنذـج أ ن المخخامية     حـ(           مذنـاكصة تماما n

u .مذلـاربة زـم أ حسـب نهـايتها 

  1)     n
v دد ظبيعيالمخخامية امعددية المعرفة  من أ حـل كـل عn   : بـ ln 2

n n
v u .  

بين أ ن   ( أ   n
v 0مذخامية ىندس ية يعـوب تحـديد حـدىا ال ول

v وأ سـاسياq . 

nأ كخب عبـارة  ( ب
v  بدلامـةn  ثم اس خنذج عبـارةn

u  بدلالةn. 

المجمـوع   nأ حسـب بدلالة      أ (         (0  
n

S : حير
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S v v v    ،  ثم أ حسـبlim
n
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
.  

nالجـداء nاس خنذـج بدلامـة     ب(            
P : حيـر      0 1

2 2 ... 2
n n

P u u u      . 

 (وقط 40)  التمزيه الزابع:

I لى المعلم المخعامد و المخجاوس المس خوي منسوب ا  ; ;O i j   

 2:اهتمثيل امبياني نداالة xx e ،  2المس خليم ذو المعادلةy x  . 

    ىلٌ فاصوخا هلعتي ثلاظع0و  و    1.6حير 1.5  

( بلراءة بياهية حدد وضعية المنحنى2 بامنس بة مـ على. 

1)gغير الحليليالدالة امعددية نومخx  بـ :و المعرفة على    2 2xg x e x    

صارة        حدد ا  g x حسب كيم امعدد الحليليx. 

II fبـ: الدالة امعددية المعرفة على      12 3 3 xf x e x x e      ، fC
 تمثيويا امبياني. 

أ حسب     أ (         (2 lim
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    . 

 :منxبين أ هو من أ خل كل   ب(              1' xf x g x e  .  

عين دون حساب:   (ـح          
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 . ثم فسر امنديجة ىندس يا،  

 ثم صكل خدول ثغيراتها. fاس خنذج اتجاه ثغير الدالة     د(           

المس خليم بين أ ن  أ (        (1 D:ذا المعادلة  2 3y e x ىو مس خليم ملارب مـ  fCعند أ درس وضعية ، fC بامنس بة مـ  D .    

أ ن المنحنى بين  ( ـب          fC . يلبل هلعة اهععاف يعوب ثعيينها 

بين أ ن المنحنى  (ـح         fC  يلعع محور امفواصل في هلعة واحدة فاصويا    :2.4حير 2.3  

أ وضئ كل من      (0 D، fC هأ خذ . 3 22.31f    ،   4.15f  .  

b;أ وخد امعددين الحليليين    أ (      (4 a حتى حكون الدالة    1xx ax b e     أ صوية نداالةدالة    13 xx x e   على .  

مساحة الحيز المس خوي المحدد بالمنحنى nIأ حسب    (ـب         fC و المس خليم D: ٌوالمس خليمين الذين معادمخيهل 

                ; 1x n x  حيرn  عدد ظبيعي 1n  ،ثم أ حسب lim n
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I


 اوتهى المىضىع الأول              .



 

4من    3 الصفحة                                                                                                  

  المىضىع الثاوي:

 ( وقط 40 ) التمزيه الأول:

امضكل في اموركة المرفلة ىو اهتمثيل امبياني f
C نداالةf المعرفة على المجال 0   بـ:1; 
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0

1

3
u 

  
          و من أ خل كل  

n  :عدد ظبيعي  1n n
u f u


 

3مثـل على محـور امفـواصل الحـدود أ  (                  2 1 0
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  نومخخامية  n
u . دون حسـابها .مبرزا خعوط اهتمثيل 

ب( ضع تخميـنا حول اتجـاه ثغيـر المخذـامية                n
u .و ثلاربها 

n :0أ  ( ازبـت من أ حـل كـل عـدد ظبيعي             (1 1
n
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تجـاه ثغير المخذـامية ( أ درس اـب                 n
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 ( وقط 40 ) التمزيه الثاوي:
يحخوي صندوق

1
U  وسحب عضوائيا و في أ ن واحد زلاث كرات من ىذا امصندوق  أ ربع  كرات بيضاء و زلاث كرات سوداء و كرثين حمراوين . على

 ) عولٌ أ ن امكرات لا يمكن اهتمييز بينها عند  انومس ( .

 : " سحب كرثين سوداوين و كرة حمراء  ".          Aتمالات ال حداث ال ثية :           ( أ حسب اح2

                      B . " سحب زلاث كرات  من هفس انوون " :     C ل  " .: " سحب كرة بيضاء واحدة على ال ك 

 المخغير امعضوائي الذي يرفق بكل سحبة عدد ال موان المحصل عويها . Xميكن     أ (   (1

أ حسب كلا من               1P X   و 3P X   ثم  اس خنذج 2P X    . 

25كبل ا حراء امسحب، و يكسب 50DAيدفع املاعب       (ـب     DA . ىل انوعبة مربحة له ؟ مكل مون من ال موان المحصل عويها 

(  هعخبر صندوكا أ خر 0
2

U . يحخوي على كرثين بيضاوين و كرة سوداء واحدة 

من امصندوقهضع امكرات امثلاث المسحوبة 
1

U  صندوق في ام
2

U ثم وسحب عضوائيا و في أ ن واحد كرثين من
2

U  . 

حسب احتمال أ ن حكون امكرتان المسحوبخان منأ      
2

U بيضاوين عولٌ أ ن امكرات امثلاث المسحوبة من
1

U     .  ميا هفس انوون 

             (وقط 40 ) التمزيه الثالث:

المعادلة امخامية :  هعخبر في لٍوعة  ال عداد المركبة               
22 3

.... 2 0
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E z z   

المعادلة حل في  (2 E . 

زلاث هلط من المس خوى المنسوب الى معلم مذعامد ومذجاوس Cو A ,Bمخكن  (1 ; ;O u v :مواحليا على امترثيب 
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4من    4 الصفحة                                                                                                  

Aكخب كلا من امعددينأ    أ (      Bz zوCz . بين أ ن :ـب       على امضكل ال سي )  
14392018

C A B A Bz z z z z      .  

وزاويخو  Aامدضابو المباشر الذي  مركزه امنلعة Sميكن (0
2

=


  و وسبذو k = 2 .  

 .Sأ كخب امعبارة المركبة نودضابو المباشر  ( أ  

 .Sعلى امترثيب بامدضابو المباشر Cو Bنلعخين صورتا  ام  'Cو 'Bب( أ وخد لاحلذا امنلعخين    

وي امتي تحلق: من المس خMثم عين لٍوعة امنلط ABCىو مركز زلل المثور Oبين ان المبدأ   (4   0MA + MB + MC MA MB  

31حير: Hzذات املاحلة Hأ وضئ امنلعة (5
i

H ez




  .  دون حساب 

 (وقط 40 ) التمزيه الزابع:

        I   h امعددية نومخغير الحليليالدالةx و المعرفة على المجال*

بـ :    2 2lnh x x x    

:   *من  xاس خنذج أ هو من أ خل كل عدد حليلي ،  hأ درس اتجاه ثغير الدالة          0h x   . 

         IIfالدالة امعددية نومخغير الحليليx  بـ :  *و المعرفة على 
 2ln1 2

2

x
f x x

x x

 
    
 
 

 .     

   fC
 

لى معلم  مذعامد و مذجاوس تمثيويا امبياني في المس خوي المنسوب ا  ; ;O i j. 

أ ( أ حسب          (2    lim
x

f x


و  lim
x

f x


أ حسب ب(         .   
0

lim
x

f x




و   
0

lim
x

f x




  بياهيا . ةثم فسّر امنديج  

 : غير معدوم  xبين أ هو من أ خل كل عدد حليلي  أ (     ( 1      22 'x f x h x  

 ثم صكل خدول ثغيراتها . fأ درس اتجاه ثغير الدالة  (ـب           

س خليم بين أ ن الم  ( ـح            : 1ذا المعادلة

2
y x مس خليم ملارب نومنحنى fC ثم أ درس وضعية fC بامنس بة مـ  . 

x*: *منxتحلق أ ن: من أ خل كل عدد حليلي  أ (       (0     و    0f x f x  . .ماذا جس خنذج ؟ فسر امنديجة بياهيا 

( بين أ ن المعادلة ـب             0f x  ثلبل حلا وحيدا  على المجال  0.3;0.4 . 

اس خنذج أ ن المعادلة   (ـح           0f x  ثلبل حلا أ خر . يعوب ثعيين حصر له 

( بين أ ن المنحنىأ     (4   fC يلبل مماسين 1T و 2T زيان المس خليميوا ٌيعوب كخابة معادمخيهل . 

ب( أ وضئ            ، 1T ، 2T و fC . 

صارة حوول المعادلة : mج( ناكش بياهيا وحسب كيم امعدد الحليلي          عدد و ا    
1

..........
2

E f x x m  .  

دالة معرفة على kمخكن   ( 5  1   :  بـ 
 

 
 

2
ln 11 2

1 2
2 1 1

x
k x x

x x

 
      

  
 

    ، kC. تمثيويا امبياني 

خد تحويل هلعي بس يط يحول المنحنىبين أ هو يو           fC لى المنحنى ا  kC   ) الا وضاء غير معووب(. 

بـ:  *المعرفة علىFبين أ ن الدالة  أ (    (6   
2

2 21 1 1
ln 2ln

2 2 4
F x x x x

       
  .على  fمـ  هي دالة أ صوية

1xامتي ثنعدم من أ خل  و  fصوية نداالةأ وخد الدالة ال   ( ـب          . 

امخكامل امخالي: أ حسب . 1عدد حليلي حير: (ـح        
1

A f x dx


   أ حسب    . وفسر امنديجة ىندس يا lim
x

A 


.  

 لثاوياوتهى المىضىع ا
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 :f'دالتها المشتقة  قابلة للاشتقاق على  fالدالة

     

 

1 1

1

' 2 2 2 2x x x

x

f x e x e e x e

g x e

   

 

       

 
 

ىذْٝا ٍ دٌٔ حساب:ٛعٛتد(     1' 0f g e        

 :ٍْٔٗ
   

 
0

lim ' 0
h

f h f
f

h

 




 
  

اىَْحْٚتفسٛش انُتٛجح ُْذسٛا: fC ٝقثو فٜ اىْقطح راخ

مماسا أفقيا معادلته: اىفاصيح  y f  

 حى تشكٛم جذٔل تغٛشاتٓا:fد( استُتاد اتجاِ تغٛش انذانح

لدينا    1' xf x g x e    شاسج  ومنه 'f x ػنظ إشاسج ٜٕ

 g x  :1لأن 0xe  . 

 ٍرْاقصح ذَاٍا ػيٚ fالدالة 

  ;0 ومتزايدة تماما على المجالين ;و 0; 

 
(أ( َثٍٛ أ2ٌ   : 2 3D y e x يستقٛى يقاسب نـ fCعُذ 

 ىذْٝا:    1 0li 0m l 3im
x x

xf x ex y  

 
     

ومنه:   : 2 3D y e x مستقيم مقارب لـ fC  عند 

**دساسح ٔضعٛح انًُحُٗ fCانُسثح نهًستقٛىت D: 

 ندرس إشارة الفرق

    13 xx ef x y    

 
 

ب( َثٍٛ أٌ انًُحُٗ fCٚقثم َقطح اَعطاف ٚطهة تعُٛٛٓا  

fقابلة للاشتقاق مرتين على :    1'' 1 xf x x e   

 ''f x 1انعدمت مغيرة إشارتها عند :ومنه 1;3.34  

هي نقطة انعطاف للمنحنى  fC 

د( َثٍٛ أٌ انًُحُٗ fCٚقطع يحٕس انفٕاصم فٙ َقطح 

2.4حٛج:  ٔاحذج فاصهٓا 2.3  ، 

لدينا:  2.3 0.47f   ، 2.4 1.07f    

 

 2.4 ; 2.3   ٗ   2.4 . 2.3 0f f   ٌٞفإّٔ حغة ٍثشْٕح اىق

اىَْحْٚاىَر٘عطح  fC يقطع محور الفواصل في نقطة واحدة

حيث  فاصلتها   0f   

( إَشاء كم ي3ٍ D، fC       : 

  3 22.31f    ،  4.15f   

b;( أ( إٚجاد4 aحتٗ تكٌٕ انذانح 

  1xx a x b e     أصيٞح ىيذاىح: دالة 

  13 xx x e    ىرنِعلى ، 

    1xF x a x b e    ، 

F ىيذاىحداىح اصيٞحkٍٚؼْآػيF 

 ٗقاتيح ىلاشرقاق ػيٚ 

 قابلة للاشتقاق على  Fلدينا : 

    1' xF x a x a b e      

 تاىَطاتقح ّجذ:
1; 3a a b    

;1ومنه:    4a b   

    14 xF x x e     

 
 

يساحح انحٛض انًستٕ٘ انًحذد تـnIحسابب( fCٔ D

:ٔانًستقًٍٛٛ انزٍٚ يعادنتًٛٓا 1n; 1x n x 

   

     

1

1 1

1 1

1

3

4 4 5 .

n n
x

n

n
x n

I f x y dx x e dx

x e n e u a

 

   

     

        

 
 

:        حساب  1lim lim 4 5 5n

n
n n

I n e  

 
       
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    13 xk x x e   

 fC

   'F x g x



 تصحٛح انًٕضٕع انخاَٙ
 َقاط( 04): انتًشٍٚ الأٔل

3عهٗ يحـٕس انفـٕاصم انحـذٔد تًخٛم( أ(1 2 1 0
; ; ;u u u u: 

 
تخًٛـُا حٕل اتجـاِ تغٛـشب( ٔضع  n

u تقاستٓا ٔ: 

المتتالية n
u متزايدة تماما ومتقاربة 

n:0يٍ أجـم كـم عـذد طثٛعٙاخ احث (أ(2 1
n

u  

 نبرهن بالبرهان بالتراجع

0nمن أجل①  :
0

0 1u :محققة لان 
0

1

3
u   

n:0عـدد طبيعيمن أجل نفرض أن  ② 1
n

u   صحيحة

 ان : ونبرهن
1

0 1
n

u


 

0لدينا:  1
n

u  (0)و 0 ; (1) 1f f   و 1n n
u f u


 

على  متزايدة تماما fبما أن 0 (0)فإن 1; ( ) (1)
n

f f u f 

 : ومنه
1

0 1
n

u


  . 

من أجـل كـل انه  نستنتج حسب البرهان بالتراجع② ٔ  ①من 
n:0عـدد طبيعي 1

n
u 

انًتتانٛحاتجـاِ تغٛش حسادسب(  n
uد أَٓـا يتقـاستحأاستُت  

 لدينا:
 2

1

2 12 2

2 1 2 1

n nn n

n n

n n

u uu u
u u

u u


  
  

 
 

0:بما أن 1
n

u 1 فإن 0
n

u       ،:ومنه
1

0
n n

u u

   

ّغرْرج أُ n
u ٍٜرضاٝذج ذَاٍا ٍٗرقاستح ّح٘ ػذد حقٞق 

 .لأّٖا: ٍحذٗدج ٍِ الأػيٚ ٍٗرضاٝذج ذَاٍا

limب احسـ** n
n

u


: 

1

3
lim lim

2 1

n

n
n n

n

u
u

u


 



ٝنافئ 

3

2 1



ٝنافئ

 2 1
0

2 1

 



 

ٍْٔٗ0)1أٗ  )ٍشف٘ض  ٍٚقث٘ه ٍحذٗدج ٍِ الأػي(

lim،ٍْٗٔ   ٍٗرضاٝذج ذَاٍا ( 1n
n

u


 

أٌ َثٍٛ  (أ (3 n
v: يتتانٛح ُْذسٛح 

 لدينا: 

 
 

1

1

1

3
1

1 1 1 12 1

2 3 2 33
2

2 1

n

n nn

n n

n nn

n

u

u uu
v v

u uu

u








  

    
   
 

 

 ومنه 

 n
v .هندسية أساسهام

1

3
q   0وحدها الأول

0

0

1
1

2

u
v

u


  

كتاتح(ب
n

v  تذلانحnٔاستُتاد
n

uتذلانحn :
0

1

3

n

n

n
v v q

 
   

 
  

لدينا
1

2 1
n

n

u
v




1ومنه  

1
2 1

3

nn
u 

 
 

 

  ،lim 1n
n

u


               

انًجًٕعnحساب تذلانح  -د
n

S  انجذاء ٔ
n

P  : 
2

0 1 2

0 1 2

2 2 ... 2

2 2 2 2
...

3 3 3 3

n

n n

n

S v v v v    

       
           
       

 

1nمجموع  هو  حدا لمتتالية هندسية حدها الأول
0

2
1

3

 
 

 
 

2وأساسها 

3
 :ومنه 

1

1

2
1

23
1 3 3

2 3
1

3

n

n

n
S





  
  

       
   
 
 

 

     

   

   

0 1 2

2

0 0 0 0

1 1

2 2
1 10 1 2 ...

0

...

....

1 1
1

3 3

n n

n

n n n n

n nn

P v v v v

v v q v q v q

v q

 

    

    

    

   
      

   

 

 َقاط( 04: )انتًشٍٚ انخاَٙ

ػذد اىحالاخ اىََنْح : 
3

9 84C  

 ( حساب احتًال الأحذاث: 1

 
2 1

3 2

3

9

6
0.07

84

C C
p A

C


  ، 

3 3

4 3

3

9

5
0.06

84

C C
p B

C


   

 : عحة مشج تٞضاء ػيٚ الأقو  Cاىحذز

 : ػذً عحة مشج تٞضاء  Cاىحذز

: 1ط   
3

5

3

9

74
1 1 0.88

84

C
p C p C

C
      

: 2ط 
1 2 2 1 3 0

4 5 4 5 4 5

3

9

74
0.88

84

C C C C C C
p C

C

    
   

أ( حساب (2 1p X  ٔ 3p X ى استُتادح 1p X  

X  : ٜٕ3قٌٞ اىَرغٞش اىؼش٘ائٜ ; 2 ;1 

     1X :مشاخ تيُ٘ ٗاحذ "3" عحة 
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   
3 3

4 3

3

9

5
1

84

C C
p X p B

C


    

3X :مشاخ تصلاز أى٘اُ ٍخريفح "3" عحة 

 
1 1 1

4 3 2

3

9

24
3

84

C C C
p X

C

 
   

2X :مشاخ تيِّ٘ٞ ٍخريفِٞ "3" عحة 

 ; ;B B B ٗأ ; ;N N N  ٗأ ; ;R R R 

: 1ط 
2 1 2 1 2 1

4 5 3 6 2 7

3

9

55
2

84

C C C C C C
p X

C

    
   

:2ط     
55

2 1 3 1
84

p X p X p X          

ٍرغٞش ػش٘ائٜ َٝصو اىشتح اىصافٜ اىزٛ  Yىٞنِ  ب(

25ٝحققٔ اىلاػة  قَٞٔ :  ; 0 ; 25  ، 

 
5 55 24 475

25 0 25 5.65
84 84 84 84

E Y
     

          
     

 

تَاأُ :   0E Y فإُ اىيؼثح ٍشتحح ىٖزا اىلاػة 

 تٛضأٍٚ عهًا 2U( حساب احتًال اٌ تكٌٕ انكشتاٌ ي3ٍ

 انكشاخ انًسحٕتح يٍ نٓا َفس انهٌٕ:أٌ 

 بيضاوين  2U: سحب كرتان من Fالحدثليكن 

  لدينا: 
 

 
B

p B F
p F

p B
  ، 

3 3

4 3

3

9

5

84

C C
p B

C


  

 
4 3

3 32 2

5 2

2 2

6 6

41

84 84 1260

C CC C
p B F

C C
     

ومنه:  
 

 

41

411260 0.55
5 75

84

B

p B F
p F

p B
    

 َقاط( 05: )انخانج انتًشٍٚ

انًعادنح فٙحم (1َ E :    | |  
 

 
   

ىٞنِ z x i y  y; حٞس:  x ػذداُ حقٞقٞاُ    

 E  ذنافئ   
2 2 2 3

2 0
4

x i y x y     ذنافئ 

2 2 3
3 2 0

4
x y x y i    ذنافئ

 

 

2 2 3
3 0... 1

4

2 0 ... 2

x y

xy


  


 

 

 2 0ذنافئx  ٗ0أy   شٌ تاىرؼ٘ٝط فٜ اىَؼادىح 1 

0x ٍِ أجو:   :ُ٘ٝن
3

2
y  ٗأ 

3

2
y   

0y ٍِ أجو:   :ُ٘ٝن
1

2
x  ٗأ 

1

2
y   

 :ٍْٔٗ
1 1 3 3

; ; ;
2 2 2 2

S i i
  

   
  

   

Aكلا يٍ انعذدٍٚ(أ( كتاتح 2 Bz z ٗCz ٙعهٗ انشكم الأس 

 
2

3
1 3

2 2

i

A B i ez z



     ،31 3

2 2

i

C i ez
 

 
    

: ثٍٛ أٌَ ب(  
14392018.C A B A Bz z z z z   

      

 

20181439 14392

2 3457 6912 2 2
2304

3 3 3

2

3

018

3457

.C A B A B A B

A B

i

A

i

i

B

i

z z z z z z

e e e

z

z z

z ze

  



      
     

     

 
 
 

    

 





 

 

 

;2;انًثاشش انعثاسج انًشكثح نهتشاتّ حتاكت (أ(3
2

S A
 

 
 

: 

 2' 2A A

i

ez zzz


    :ٍْٔٗ
1

' 2
2

i z iz    

 B ٗC صٕستا  انُقطتٍٛ 'B'ٗCانُقطتٍٛ د لاحقتااجب(إٚ

 :Sانًثاشش تشاتّتانعهٗ انتشتٛة 

'

1
3

2
B iz      ،'

1
3 2

2
C iz   

 : لاحقح ٍشمضABCيشكض حقم انًخهجْٕ Oثٍٛ اٌ انًثذأ(4َ

ABC :ٜٕ0شقو اىَصيس
3

A B C
O

z z z
z

 
  

عٍَٛ يجًٕعح انُقظM  يٍ انًستٕ٘ انتٙ تحقق:  

   0MA + MB + MC MA MB  ، 

 M   ٍٓؼْا  3 0MO MA MA AB   

0OMٍؼْآ               .AB  

 :ٍْٔٗ  ٜٕ ْٜاظَاىٍغرقٌٞ ٝشَو اىَثذأ ٗشؼاع ⃗⃗  ⃗  

 :لاحقرٔ
1 3

2 2
iٔ1ٍؼادىر

3
y x


 

31راخ انلاحقح Hانُقطح اءَش(إ4
i

H ez




  دٌٔ حساب:   

 ،u ٜٕ1ىذْٝا:لاحقح اىشؼاع

OC ٜٕ3لاحقح اىشؼاع
i

e


 

:ٍْٔٗOH u OC  ،  
 ٕ٘ ٍحصيح  OH اىشؼاع

 OC   ٗu اىشؼاػِٞ

  َقاط ( 07) : انتًشٍٚ انشاتع

Ih تـ : *ٍؼشفح ػيٚداىح  2 2lnh x x x  

 حيث*قابلة للإشتقاق على h :hانذانحاتجاِ تغٛشح سادس

  
 22 1

'
x

x
x

h


   

 ٍرْاقصح ذَاٍا hاىذاىح 

ػيٚ اىَجاىِٞ ; 1  

    0;1  ٍٗرضاٝذج ذَاٍا 

ػيٚ اىَجاىِٞ         1;0  ، 1; 
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ىذْٝا: lim
x

h x


 ٗ 
0

lim
x

h x


  ٗ   1 1 1h h   

xٍِ*  :ارُ:  ٍِ أجو مو  0h x 

IIfٚتـ : *ٍؼشفح ػي 
 2ln1 2

2

x
f x x

x x

 
    
 
 

 

:باحس (أ(1

 
0 0

2ln x1 2
lim lim

2x x
f x x

x x



 

             
    

 

ٗ 
0 0

2ln x1 2
lim lim

2x x
f x x

x x



 

            
     

:باحسب(    2 2

0 0

1 1
lim lim . ln 2

2x x

f x x x
x 




 

 
      

 
 

    2 2

0 0

1 1
lim lim . ln 2

2x x

f x x x
x




 

 
      

 
 

:ش انُتٛجح تٛاَٛاٛفس  ت fC ٔ0ٝقثو ٍغرقٌٞ ٍقاسب ٍؼادىرx  

x*ثٍٛ أَّ يٍ أجم كمَ(أ(2 :   22 'x f x h x  

قاتيح ىلاشرقاق ػيٚ اىَجاىِٞ fاىذاىح 0;، ;0 

 
   

2
2 2

2

2 2 2

2 .
1.ln 2 ln 21 2

' 1
2 2

x x
x x x

xf x
x x x

 
     

     
 
 

 

      2 2 22 ' lnx f x x x h x    :ٍْٔٗ 
 

2
'

2

h x
f x

x


 

 :م جذٔل تغٛشاتٓا ٛشكتحى fاتجاِ تغٛش انذانح حسادس ب(

xٍِ*  :ٍِ أجو مو ' 0f x  :ٍْٔٗ 

ٍرْاقصح ذَاٍا ػيٚ اىَجاىِٞ fاىذاىح  0;، ;0 

 

ثٍٛ أٌَ( د 
2

:
1

y x ُٗيستقٛى يقاسب نهًُح fC:  

 
2ln1 1 2

lim lim 0
2 2x x

x
f x x

x x 

   
        
    

 

 :ٍْٔٗ 
2

:
1

y x  مستقيم مقارب لـ fC 

ٔضعٛح حسادس fC تانُسثح نـ  :ّذسط إشاسج اىفشق

 
21 1 ln 2

2 2

x
f x x

x

   
     
   

 

 
1

0
2

f x x
 

   
 

2lnٝنافئ   2 0x    ٗ0x  

2lnيكافئ 2x    2يكافئ 2x e   يكافئ
1

x
e

  أو
1

x
e

  

 
 

 
غٛش يعذٔو : xتحقق أٌ: يٍ أجم كم عذد حقٛقٙان( أ( 3
*x ٗ    0f x f x   : 

x*إرا ماُ    ُفإ*x   ٗ 

   
   

22ln ln1 2 1 2
0

2 2

x x
f x f x x x

x x x x

   
            

    
  

 

 فشدٝح . fّغرْرج أُ اىذاىح

ٍشمض ذْاظش ىيَْحْٚ Oاىْقطح: شانُتٛجح تٛاَٛاٛفست fC. 

ثٍٛ أٌ انًعادنحَ(ب  0f x تقثم حلا ٔحٛذاعهٗ انًجال

 0.3;0.4 ىذْٝا اىذاىح:f(ٗ ٍؼشفح ٍٗغرَشج )قاتيح ىلإشرقاق

سذٞثح ذَاٍا )ٍرْاقصح ذَاٍا (ػيٚ اىَجاه  0.3;0.4 

 ٗ 0.4 (0.3) 0f f  ، 0.4 0.41 ; (0.3) 0.53f f   

حغة ٍثشْٕح اىقٌٞ اىَر٘عطح اىَؼادىح   0f x   ذقثو حلا ٗحٞذا 

 ٚػي 0.3;0.4  حٞس  0f   

د أٌ انًعادنحااستُت  0f x تقثم حلا آخش ٍٛٛٚطهة تع

ٍشمض ذْاظش ىـOاىْقطح تَا أُ :نّ احصش fCٗ  اىَؼادىح

  0f x  ذقثو حلا ٗحٞذا ٚػي 0.3;0.4ُفإ fC 

ٗٝقطؼٔ مزىل  ٝقطغ حاٍو ٍح٘ساىف٘اصو فٜ ّقطح فاصيرٖا

0.3حٞسOتاىْغثح ىيْقطحفٜ ّظٞشذٖا فاصيرٖا 0.4  ٗ

0.4ػيٞٔ ٝنُ٘  0.3  

َثٍٛ أٌ انًُحُٗ ( أ(4 fCٍٛٚقثم يًاس 1Tٗ 2Tٌٕٚاصٚا 

انًستقٛى :ٚطهة كتاتح يعادنتًٛٓا 0

1
'

2
f x


 

  2 2

0 0

2

0

ln 1

2 2

x x

x

  
 ٝنافئ 2

0ln 0x :ٍْٔٗ0 1x   ٗ0أ 1x   

:ٍْٔٗ 1

1
: y 1

2
T x


 ، 2

1
: y 1

2
T x


  

إَشاءب(  ، 1T، 2T ٗ fC: 

عذد ٔ mيُاقشح تٛاَٛا ٔحسة قٛى انعذد انحقٛقٙد( 

إشاسجحهٕل انًعادنح E: ذؼِٞٞ ف٘اصو ّقظ ذقاطغ ٜٕ

اىَْحْٚ fCٌٍٞغ اىَغرق m:حيث 
1

:
2

m y x m    
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ٕٚجذ تحٕٚم َقطٙ تسٛظ ٚحٕل(َثٍٛ أَّ 5 fCٗإن kC

 
 

 
 

 

2
ln 11 2

1 2
2 1 1

x
k x x

x x

 
      

  
 

، 1kD    

تَا أُ:   1 2k x f x   فإن kC ص٘سج ٕ٘ fC

2Vبانسحاب شعاعه :  i j   

 عهfْٗٙ دانح أصهٛح نهذانحFثٍٛ اٌ انذانح( أ( 6َ

ىذْٝا:      
2

2 21 1 1
ln 2ln

2 2 4
F x x x x

       
 

قاتيح Fإرا ماّد اىذاىحػيfٚداىح أصيٞح ىيذاىحFذنُ٘

  ٗىلاشرقاق ػيٚ   'F x f x 

 قاتيح ىلاشرقاق ػيFٚىذْٝا: اىذاىح

   
 

 
2

2

2

ln1 1 2 2 1 2
' .2ln .

2 4 2

xx
F x x x x f x

x x x x

  
               

 

:ٍْٔٗFداىح أصيٞح ىيذاىح ٜٕfٚػي 

1xٔانتٙ تُعذو يٍ أجم fب(إٚجاد انذانح الاصهٛح نهذانح : 

فإّٖا ذقثو دٗالا أصيٞح ػيٚ ٍغرَشج ػيٚ fتَا أُ اىذاىح 
 :اىشنو ٍِ x F x c  حٞسc .ٜشاتد حقٞق 

 1 0F c  ٝنافئ
1

4
c  اىذاىح الاصيٞح ىيذاىح ٍْٔٗf  ٜٗاىر

1xٍِ أجوذْؼذً    :اىذاىح ٜٕ 

 
2

2 21 1 1 1
ln 2ln

2 2 4 4
x x x x

        
 

: حساب انتكايم( د   
1

A f x dx


   1حيث 

     

   

2
2 2

1
1

2
2 2

1 1 1
ln 2ln

2 2 4

1 1 1
ln ln .a

4 8 4

A f x dx x x x

u






  

              

    
 


 

تفسٛشانُتٛجح ُْذسٛا: A  ٍغاحح اىحٞض اىَغر٘ٛ اىَحذد ٜٕ

تاىَْحْٜ fC:ٗاىَغرقَٞاخ اىرٜ ٍؼادلاذٖا 

1 ; ; 0x x y   

   
2

2 21 1 1
lim lim ln ln

4 8 4x x
A    

 

          
 

 

 بالتوفيق في البكالوريا        
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