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 على المترشّح أن يختار أحد الموضوعين التاليّين

 الموضوع الأول

 ن(:  4.50التمرين الأول)

;𝒐)الفضاء منسوب إلى  معلم متعامد و متجانس  𝒊; 𝒋; �⃑⃑⃑�)  نعتبر النقطتين .𝑨(−√2; 1: ;𝑩(0و  (0 0;−√2) 

𝒙الذي معادلته الديكارتية  :  (𝑷)والمستوي  − 𝒚 − 𝒛 + √3 = 0 

 (𝑷)ليس عموديا على المستوي  (𝑨𝑩)( أ/ بينّ أن المستقيم  1

 (𝑷)والعمودي على المستوي  𝑩و  𝑨المار بالنقطتين   (𝑸)ب/ شكل معادلة ديكارتية للمستوي   

 (𝑷)ومماسية للمستوي  Oسطح الكرة التي مركزها  (𝑺)( لتكن 2

 (𝑺)أ / أكتب معادلة ديكارتية لــ     

 (𝑺)يمس سطح الكرة  (𝑸)ب / تحقق أنّ المستوي     

𝑰𝑱. بينّ بطريقتين مختلفتين أنّ :  (𝑸)و  (𝑷)مع المستويين  (S)نقطتي التماس لــ  𝑱و  𝑰ج/ نعتبر      = √2 

;𝑴(𝒙;𝒚مجموعة النقط   (𝑺𝒎)( لتكن 3 𝒛) : من الفضاء والتي تحقق 

      𝒙2 + 𝒚2 + 𝒛2 − 2(𝒎 + 1)𝒙 + 2𝒎𝒚 + 2(𝒎 − 1)𝒛 − 2𝒎√3 =  وسيط حقيقي . mحيث     0

 𝑹𝒎ونصف قطرها   𝑰𝒎هي سطح كرة يطلب تعيين مركزها  (𝑺𝒎)أ/ بينّ أن   

 ℝيتغيرّ في  𝒎لمّا  𝑰𝒎ب / عين مجموعة النقط   

 𝒓ونصف قطرها   𝑯موجودة في مستو يطلب تعيين مركزها  (𝑪)تمرّ بدائرة ثابتة  (𝑺𝒎)ج/ بينّ أن جميع الكرات   

 ن(: 3.50الثاني) التمرين

,𝒙)( جد جميع الثنائيات المرتبة 1     𝒚)     : من الأعداد الطبيعية حيث𝒙𝟑 − 𝒚𝟑 = 𝟔𝟑𝟏  . 

 . 7على  111( أ/ ماهو باقي القسمة الاقليدية للعدد 2     

 .  7علــــى   𝟏𝟎𝒏بواقي القسمة الاقليدية للعدد  𝒏ب/ عينّ حسب قيم العدد الطبيعي         

=∝عدد طبيعي يكتب في النظام العشري كمايلي :      ∝(  3      𝟗𝟗𝟗𝟖𝟖𝟖𝟕𝟕𝟕𝟔𝟔𝟔𝟓𝟓𝟓𝟒𝟒𝟒𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏 . 

 . 111يكتب بدلالة العدد  ∝أ/ بينّ أنّ          

 . 7على  ∝ب/ ماهو باقي قسمة العدد        

 
 3من  1الصفحة 



 نقاط (  5.50: )ثالثالتمرين ال

𝒑(𝒛)حيث :    𝒛للمتغير المركب   𝒑(𝒛)( نعتبر كثير الحدود 1 = 𝒛3 + (2 − 𝐢)𝐳2 + (4 − 2𝐢)𝐳 − 4𝐢  

 :   𝒛بحيث من أجل كل عدد مركب   𝒃و   𝒂ثمّ عينّ العددين الحقيقين  𝒑(𝒊)أ/ أحسب     

𝒑(𝒛) = (𝒛 − 𝒊)(z2 + 𝒂𝒛 + 𝒃) 

𝒑(𝒛)المعادلة  ℂب/ حل في المجموعة     =  ل المثلثي، ثمّ أكتب حلولها على الشك 0

; �⃑⃑�)( المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس 2 �⃑⃑� ; �⃑⃑� ).    𝑨  و𝑩   نقطتان من المستوي لاحقتاهما على

𝒁𝑨الترتيب  = 𝒊  و𝒁𝑩 = −1 − √3𝒊     .   التشابه المباشر في المستوي الذي مركزه𝑶  والذي يحوّل𝑨  إلى𝑩 . 

 ثم عينّ نسبته وزاويته  𝑺أ/ أكتب العبارة المركبة للتشابه   

𝑨𝒏+1نضع :  𝒏و من أجل كل عدد طبيعي  𝒁𝒏ذات اللا حقة   𝑨𝒏لتكن النقطة ب/   = 𝑺(𝑨𝒏) ، 

𝒁0النقطة التي لاحقتها   𝑨0نسمي               = 𝒊 

   𝑨2و  𝑨1عينّ لاحقتي النقطتين  ✓

 :       𝒏برهن أنّ من أجل كل عدد طبيعي  ✓

𝒖𝒏نضع :  𝒏من أجل كل عدد طبيعي  ج/   = 𝑶𝑨𝒏   أثبت أن المتتالية ،(𝒖𝒏) هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول  

𝒖𝒏أنّ:   𝒏نهّ من أجل كل عدد طبيعي ثم تحقق أ     = 𝟐𝒏           

,[𝑨𝟎𝑶]  إلى مجموع أطوال القطع المستقيمة 𝑻𝒏نرمز بــ  ✓ [𝑨𝟏𝑶]……………… , [𝑨𝒏𝑶], [𝑨𝒏+𝟏𝑶] 

  𝒏بدلالة  𝑻𝒏أحسب المجموع 

;𝒙)المجهول  ذاتالمعادلة     ℤ2( نعتبر في 3 𝒚)  : 12𝒙 − 5𝒚 = 3   .......................(1) 

;4). لاحظ أنّ الثنائية  (1)المعادلة  ℤ2أ/ حل في           (1)حل للمعادلة  (9

 تنتمي إلى المحور الحقيقي الموجب 𝑨𝒏حيث تكون النقط  𝒏ب/ استنتج مجموعة الأعداد الطبيعية     

، العدد  𝒏( بينّ أنه من أجل كل عدد طبيعي 4  
𝒁𝒏+3

𝒁𝒏
 𝑶𝑨𝒏𝑨𝒏+3 اتثم استنتج طبيعة المثلث ،تخيلي صرف 

𝑶𝑨𝒏)قيسا للزاوية  n( عينّ بدلالة 5   
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ; 𝑶𝑨2𝒏

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  بحيث تكون النقط 𝒏ثمّ استنتج مجموعة قيم العدد الطبيعي  ، ( 

              𝑶 ،𝑨𝒏  و𝑨2𝒏 في استقامية 

 

 

𝒁𝒏 = 𝟐𝒏𝐞𝒊(
𝝅
𝟐
+
𝟓𝒏𝝅
𝟔

) 

𝑺 
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 نقاط (  07التمرين الرابع: )

 I-  اشتقاق الدالةباستعمال قابلية 𝒙 ↦ 𝒍𝒏𝒙 بينّ أنّ :  1عند ،𝐥𝐢𝐦
𝐱→1

𝐥𝐧𝐱

𝒙−1
= 𝐥𝐢𝐦ثمّ استنتج أنّ :   1

𝐱→0

𝐥𝐧(𝐱+1)

𝒙
= 1 

II –  نعتبر الدالة𝒇   بـــــــــ :  ]∞+;1]المعرّفة على المجال𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒙 + √𝒙2 − تمثيلها البياني    (𝑪𝒇)و  (1

,𝑂)في مستو   منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 , 𝑗 ) 

𝒇(𝒙)   :   ]∞+;1]من المجال 𝒙 بينّ انهّ من أجل كل عدد حقيقي /( أ1 = 𝒍𝒏𝒙 + 𝐥𝐧(1 + √1 −
1

𝒙2) 

𝒙:        ]∞+;1]من المجال 𝒙 بينّ انهّ من أجل كل عدد حقيقيب/      − 1 = √1 −
1

𝒙2 (𝒙√
𝒙−1

𝒙+1
) 

 . فسّر النتيجة بيانيا 1غير قابلة للاشتقاق عند  𝒇ج/ بينّ أنّ الدالة     

𝐥𝐢𝐦   أ/ أحسب ( 2
𝐱→+∞

𝒇(𝒙) . 

𝒇′(𝒙):  ]∞+;1[من المجال  𝒙ب/ بينّ أنه من أجل كل عدد حقيقي      =
1

√𝒙2−1
 𝒇ثمّ شكّل جدول تغيرات الدالة   

 . (𝑪𝒇)ج( أرسم المنحنى      

𝒙ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما  (𝑪𝒇)المحدد بالمنحنى  𝑫مساحة الحيز  𝑺( ليكن 3 = 𝒙و   1 = 3   ،

𝐴  و𝐵  نقطتان من(𝐶𝑓)   والنقطتان  3و  1فاصلتاهما على الترتيب𝑷(𝟏; 𝟐𝒍𝒏(𝟏 + √𝟐))   ،𝑸(𝟑;  المستوي  من  (𝟎

 𝑨𝑩𝑸و المثلث  𝑨𝑷𝑩𝑸أ/ أحسب مساحة كل من المستطيل   

2𝒍𝒏(1ج أنّ : تنتب/ اس  + √2) ≤ 𝑺 ≤ 4𝒍𝒏(1 + 1).    ) لاحـــــــــظ أنّ :    (2√ + √2)2 = 3 + 2√2   ) 

III -  نعتبر الدالة𝒈   بـــــــــــــ :  ]∞+;0]المعرفة على المجال𝒈(𝒙) =
𝒆2𝒙+1

2𝒆𝒙
   ،(𝑪𝒈)   البياني.تمثيلها 

        :   ]∞+;0]من المجال 𝒙 بينّ انهّ من أجل كل عدد حقيقي( 1

𝒇(𝒙)المعادلة   𝒚بدلالة و   +𝓡حل في ، +𝓡من  𝒚 ليكن /أ( 2 = 𝑦  ذات المجهول الحقيقي𝒙 أنهّ إذا كانت   ثم استنتج

𝑴(𝒙;𝒚)     نقطة من(𝑪𝒇) إنّ ف𝑴′(𝒚; 𝒙)   نقطة من(𝑪𝒈) 

 في نفس المعلم السابق و بلون مخالف. (𝑪𝒈)؛ ارسم  (𝑪𝒇)انطلاقا من   (𝑪𝒈)  بين كيف يمكنك رسم المنحني ب/   

 والمستقيمات التي معادلاتها : (𝑪𝒈)المحدد بالمنحنى   ′𝑫مساحة الحيزّ   ′𝑺( ليكن 3

                                𝒙 = 0   ،𝒙 = 2𝒍𝒏(1 + 𝒚و  (2√ = 3 

′𝑺أ/  بينّ أنّ :            = 6𝒍𝒏(1 + √2) − ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙
2𝒍𝒏(1+√2)

0
   

∫       ب/  أحسب     𝒈(𝒙)𝒅𝒙
2𝒍𝒏(1+√2)

0
 𝑺ثمّ استنتج قيمة  ،   

 انتهى الموضوع الثاني                                                                                                  

 

𝒈(𝒙) ≥ 1 
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   التمرين الأول

 (𝑷)ليس عموديا على المستوي  (𝑨𝑩)( أ/ تبيين أن المستقيم  1

𝒏𝒑⃗⃗و  𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (√2;−1;−√2)لدينا :  ⃗⃗ . 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗، نلاحظ أن:   (1−;1−;1)  𝒏𝒑⃗⃗ ⃗⃗  = 2√2 + 1 ≠ ليس عموديا على  (𝑨𝑩)أي أن المستقيم   0
 (𝑷)المستوي 

 (𝑷)والعمودي على المستوي  𝑩و  𝑨المار بالنقطتين   (𝑸)ب/ ايجاد معادلة ديكارتية للمستوي   

𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗ليكن   ⃗(𝒂; 𝒃; 𝒄)   شعاع ناظم لــــ(𝑸) 

}لدينا : 
𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ (𝑨𝑩)

𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝒏𝒑⃗⃗ ⃗⃗  
2𝑎√}أي    − 𝑏 − √2𝑐 = 0

𝑎 − 𝑏 − 𝑐 = 0
𝒂(√2وبطرح المعادلة الاولى من الثانية نجد   − 1) = 𝒄(√2 − 1) 

𝒂أي  = 𝒄   وعليه تكون𝐛 = 𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗إذن   0  ⃗(1; 0; 𝒙من الشكل  (𝑸)ومنه معادلة   (1 + 𝒛 + 𝒅 = 𝑩وبماأن   0 ∈ (𝑸)  فإن𝒅 = وعليه تكون  2
(𝑸) = 𝑥 + 𝑧 + √2 = 0 

2 )(𝑺)  سطح الكرة التي مركزها𝐎  ومماسية للمستوي(𝑷) : معناه  

            (𝑺): 𝒙2 + 𝒚2 + 𝒛2 = 𝒓2 

𝒓و  = 𝒅(𝑶; (𝑷)) =
√3

√3
= :(𝑺)ومنه    1 𝒙2 + 𝒚2 + 𝒛2 = 1 

  (𝑺)يمس سطح الكرة  (𝑸)ب / التحقق أنّ المستوي     

;𝒅(𝑶لدينا :  (𝑸)) =
√2

√2
=  (𝑺)يمس سطح الكرة  (𝑸)ومنه المستوي   1

𝑰𝑱ج/. تبيين أنّ :      = √𝟐 

(𝑷): لدينا : 1ط ⊥ (𝑸)     إذن(𝑶𝑰) ⊥ (𝑶𝑱)  ومنه المثلث𝑶𝑰𝑱  قائم في𝑶 
𝑰𝑱2وحسب مبرهنة فيثاغورس :  = 𝑶𝑰2 + 𝑶𝑱2 = 1 + 1 = 𝑰𝑱ومنه   2 = √2 

 𝑱و  𝑰: يمكن ايجاد احداثيات النقطتين 2ط

𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗لدينا :   ⃗ ∥ 𝒏𝒑⃗⃗ ⃗⃗ 𝑶𝑱⃗⃗⃗⃗و      ⃗ ∥ 𝒏𝑸⃗⃗⃗⃗ 𝑰وعليه تكون   ⃗  (−
√3

3
;
√3

3
;
√3

3
−)𝑰و       (

√2

2
; 0;−

√2

2
𝑰𝑱ومنه   ( = √2 

 𝑹𝒎ونصف قطرها   𝑰𝒎هي سطح كرة يطلب تعيين مركزها  (𝑺𝒎)(   أ/ تبيين أن 3

𝒙𝟐 لدينا : + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟐(𝒎 + 𝟏)𝒙 + 𝟐𝒎𝒚 + 𝟐(𝒎 − 𝟏)𝒛 − 𝟐𝒎√𝟑 = 𝟎 

𝒙]أي:  − (𝒎 + 𝟏)𝟐] + [𝒚 + 𝒎𝟐] + [𝒛 + (𝒎 − 𝟏)𝟐] − (𝒎 + 𝟏)𝟐 − 𝒎𝟐 − (𝒎 − 𝟏)𝟐 − 𝟐𝒎√𝟑 = 𝟎 
[𝒙 − (𝐦 + 𝟏)]𝟐 + [𝒚 + 𝐦]𝟐 + [𝒛 + (𝒎 − 𝟏)]𝟐 = 𝟑𝒎𝟐 + 𝟐𝒎√𝟑 + 𝟐 

𝒎نلاحظ أنهّ من أجل  ∈ 𝓡  𝟑𝒎𝟐 + 𝟐𝒎√𝟑 + 𝟐 > 𝑰𝒎(𝒎سطح كرة مركزها  (𝑺𝒎)وعليه تكون   , 𝟎 + 𝟏;−𝒎;−𝒎 + 𝟏) 
𝑹𝒎ونصف قطرها   = √𝟑𝒎𝟐 + 𝟐𝒎√𝟑 + 𝟐 

 ℝيتغيّّ في  𝒎لماّ  𝑰𝒎ب / تعيين مجموعة النقط 

𝑰𝒎(𝒎لدينا         + 𝟏;−𝒎;−𝒎 + 𝒎 أي    (𝟏 ∈ 𝓡   {
𝒙 = 𝟏 + 𝒎
𝒚 = −𝒎

𝒛 = 𝟏 − 𝒎
;𝟏وعليه مجموعة النقط هي مستقيم يشمل النقطة   𝟎; 𝟏        

 شعاع توجيه له  �⃗⃗� (𝟏;−𝟏;−𝟏)و  



 
3 

 

 𝒓ونصف قطرها   𝑯موجودة في مستو يطلب تعيين مركزها  (𝑪)تمرّ بدائرة ثابتة  (𝑺𝒎)ج/ بيّن أن جميع الكرات   

أي       𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟐(𝒎 + 𝟏)𝒙 + 𝟐𝒎𝒚 + 𝟐(𝒎 − 𝟏)𝒛 − 𝟐𝒎√𝟑 = 𝟎  𝑴 ∈ (𝑺𝒎) 

  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟐𝒛 + 𝒎(−𝟐𝒙 + 𝟐𝒛 + 𝟐𝒚 − 𝟐√𝟑) = وهذا يعني أنّ:   𝟎

{
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟐𝒛 = 𝟎

−𝟐𝒙 + 𝟐𝒛 + 𝟐𝒚 − 𝟐√𝟑 = 𝟎
}أي:  

(𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝒚𝟐 + (𝒛 − 𝟏)𝟐 = (√𝟐)
𝟐

−𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − √𝟑 = 𝟎
 (𝑷)وهي تقاطع سطج كرة مع المستوي    

;𝒅(𝒘(𝟏لدينا :  𝟎; 𝟏) ; (𝑷)) = 𝟏 < √𝟐 = 𝐫′        ومنه تقاطعهما هي دائرة مركزها𝑯(𝟏 −
√𝟑

𝟑
;
√𝟑

𝟑
; 𝟏 +

√𝟑

𝟑
 حيث  (

 "𝑯  هي تقاطع المستقيم المار بالنقطة𝒘  والعمودي على(𝑷)   ونصف قطرها "𝒓   حيث𝒓 = √(√𝟐)
𝟐
− 𝟏 = 𝟏 

 : الثانيالتمرين 

,𝒙)( ايجاد جميع الثنائيات المرتبة 1 𝒚)   من الأعداد الطبيعية حيث :  𝒙3 − 𝒚3 = 631  . 

𝒙𝟑بالقسمة الاقليدية للعدد  − 𝒚𝟑  على𝒙 − 𝒚   : نجد𝒙𝟑 − 𝒚𝟑 = (𝒙 − 𝒚)(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒙𝒚) 

𝒙)أي المعادلة السابقة تصبح   − 𝒚)(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒙𝒚) = 𝟔𝟑𝟏 

𝟔𝟑𝟏        عدد أولي أي  631بما أنّ  = 𝟔𝟑𝟏 × }       فإن :  𝟏
𝒙 − 𝒚 = 𝟏

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒙𝒚 = 𝟔𝟑𝟏
  

𝒙𝟐لأنّ          + 𝒚𝟐 + 𝒙𝒚 > 𝒙 − 𝒚   و𝒙  ،𝒚    طبيعيان 

𝒚إذن  = 𝒙 − 𝒙𝟐بالتعويض في المعادلة الثانية من الجملة نجد :    𝟏 − 𝒙 − 𝟐𝟏𝟎 = =∆      ولدينا  𝟎  أي  𝟖𝟒𝟏

  𝒙𝟏 = 𝒙𝟏) حل مرفوض( و  𝟏𝟒− = 𝒚بالتعويض نجد  𝟏𝟓 = 𝒔ومنه توجد ثنائية وحيدة هي حل للمعادلة أي:   𝟏𝟒 = {(𝟏𝟓; 𝟏𝟒)} 

𝟏𝟏𝟏لدينا : .  7على 111( أ/ ايجاد باقي القسمة الاقليدية للعدد 2      = 𝟏𝟓 × 𝟕 + 𝟏𝟏𝟏ومنه   𝟔 ≡ 𝟔[𝟕] 

 .  7علــــى   𝟏𝟎𝒏بواقي القسمة الاقليدية للعدد  𝒏حسب قيم العدد الطبيعي  تعيين ب/         

100 ≡ 1[7] ،101 ≡ 3[7] ،102 ≡ 2[7] ،103 ≡ 6[7] ،104 ≡ 4[7] ،105 ≡ 5[7] ،106 ≡ 1[7]، 

 ومنه جدول البواقي كمايلي: 

  .111بدلالة العدد  ∝( أ/ كتابة  3
=∝نجد :  111على  ∝بقسمة العدد  𝟏𝟏𝟏(𝟗𝟎𝟎𝟖𝟎𝟎𝟕𝟎𝟎𝟔𝟎𝟎𝟓𝟎𝟎𝟒𝟎𝟎𝟑𝟎𝟎𝟐𝟎𝟎𝟏) 

 لدينا :  . 7على  ∝ب/ باقي قسمة العدد  

𝟏𝟏𝟏(𝟗𝟎𝟎𝟖𝟎𝟎𝟕𝟎𝟎𝟔𝟎𝟎𝟓𝟎𝟎𝟒𝟎𝟎𝟑𝟎𝟎𝟐𝟎𝟎𝟏) = 𝟏𝟏𝟏(𝟏. 𝟏𝟎𝟎 + 𝟐. 𝟏𝟎𝟑 + 𝟑. 𝟏𝟎𝟔 + 𝟒. 𝟏𝟎𝟗 + 𝟓. 𝟏𝟎𝟏𝟐 + 𝟔. 𝟏𝟎𝟏𝟓 + 𝟕. 𝟏𝟎𝟏𝟖 + 𝟖. 𝟏𝟎𝟐𝟏 + 𝟗. 𝟏𝟎𝟐𝟒 

≡∝( ب/  لدينا :   2( أ/    و 2و باستعمال السؤال  𝟔(𝟏 + 𝟐 × 𝟔 + 𝟑 × 𝟏 + 𝟒 × 𝟔 + 𝟓 × 𝟏 + 𝟔 × 𝟔 + 𝟕 × 𝟏 + 𝟖 × 𝟔 +

𝟗 × 𝟏)[𝟕] 

≡∝أي :  ≡∝ومنه      [𝟕]𝟖𝟕𝟎 𝟖𝟕𝟎" لأنّ :        [𝟕]𝟐 ≡ 𝟐[𝟕] " 

6k+5 6k+4 6k+3 6k+2 6k+1 6k  قيم 𝒏 

 البواقي 1 3 2 6 4 5
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 : ثالثالتمرين ال 

𝒑(𝒊)( أ/   1 =  :  𝒃و   𝒂، تعيين  𝟎
 ومنه : 

 
𝒑(𝒛) = (𝒛 − 𝒊)(𝐳𝟐 + 𝟐𝒛 + 𝟒) 

𝒑(𝒛)المعادلة   ب/ حل = 𝒛أي  𝟎 − 𝒊 = 𝐳𝟐أو  𝟎 + 𝟐𝒛 + 𝟒 = 𝟎 
𝒁𝟎ومنه حلول المعادلة هي:  = 𝒊  ،𝒁𝟏 = −𝟏 − √𝟑𝒊  ،𝒁𝟐 = −𝟏 + √𝟑𝒊 

𝒁𝟎:  كتابة الحلول على الشكل المثلثي • = 𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝅) + 𝒊𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝝅)   ،𝒁𝟏 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟒𝝅

𝟑
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏

𝟒𝝅

𝟑
)  

 𝒁𝟐 = 𝟐(𝒄𝒐𝒔
𝟐𝝅

𝟑
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 

𝟐𝝅

𝟑
) 

′𝒛     أي العبارة المركبة 𝑶مركزه لدينا التشابه ثم تعيين نسبته وزاويته :  𝑺كتابة  العبارة المركبة للتشابه   /أ   = 𝒂𝒛 

𝑩: وبما أنّ  = 𝑺(𝐀)  : ّفإن𝒂 =
𝒁𝑩

𝒁𝑨
=

−𝟏−√𝟑𝒊

𝒊
= −√𝟑 + 𝒊    ومنه𝒛′ = (−√𝟑 + 𝒊)𝒛 

𝟓𝝅أي   𝒂𝒓𝒈(𝒂)هي   و زاويته 2أي  |𝒂|حيث نسبته هي 

𝟔
 

𝑨𝒏+𝟏: لدينا   𝑨𝟐و  𝑨𝟏لاحقتي النقطتين  تعيين ب/ = 𝑺(𝑨𝒏)   معناه𝒁𝒏+𝟏 = (−√𝟑 + 𝒊)𝒁𝒏 

𝒁𝟏 = (−√𝟑 + 𝒊)𝒁𝟎 = −𝟏 − √𝟑𝒊    ،𝒁𝟐 = (−√𝟑 + 𝒊)𝒁𝟏 = 𝟐√𝟑 + 𝟐𝒊 

𝒏       :𝒁𝒏برهن أنّ من أجل كل عدد طبيعي *  = 𝟐𝒏𝐞𝒊(
𝝅

𝟐
+

𝟓𝒏𝝅

𝟔
)

  .......................(𝒑𝒏) 

𝒏: من أجل التحقق -نستعمل البرهان بالتراجع :   = 𝟎         𝒁𝟎 = 𝒆𝒊
𝝅

𝟐 = 𝒊   محققة .................... 

𝒁𝒏     أي (𝒑𝒏) صحيحة  نفرض أنّ :                                = 𝟐𝒏𝐞𝒊(
𝝅

𝟐
+

𝟓𝒏𝝅

𝟔
 أي  (𝒑𝒏+𝟏) صحة ونبرهن  (

𝒁𝒏+𝟏 = 𝟐𝒏+𝟏𝐞𝒊(
𝝅
𝟐
+
𝟓(𝒏+𝟏)𝝅

𝟔
) 

𝒁𝒏+𝟏لدينا :    = (−√𝟑 + 𝒊)𝒁𝒏   أي𝒁𝒏+𝟏 = (𝟐𝒆𝒊
𝟓𝝅

𝟔 ) 𝟐𝒏𝐞𝒊(
𝝅

𝟐
+

𝟓𝒏𝝅

𝟔
𝒁𝒏+𝟏اي    ( = 𝟐𝒏+𝟏𝐞𝒊(

𝝅

𝟐
+

𝟓(𝒏+𝟏)𝝅

𝟔
)  

𝒏  :𝒁𝒏من أجل كل عدد طبيعي ومنه صحيحة       (𝒑𝒏+𝟏) أي   = 𝟐𝒏𝐞𝒊(
𝝅

𝟐
+

𝟓𝒏𝝅

𝟔
) 

 : " بالامكان الاجابة على هذا السؤال باستعمال تركيب التحويلات "ملاحظـــــــــــــــــة 
 هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول  (𝒖𝒏)أن المتتالية اثبات ج/   

𝒖𝒏+𝟏لدينا : 

𝒖𝒏
=

𝑶𝑨𝒏+𝟏

𝑶𝑨𝒏
=

|(−√𝟑+𝒊)𝒁𝒏|

|𝒁𝒏|
=

|−√𝟑+𝒊|.|𝒁𝒏|

|𝒁𝒏|
= 𝒒هندسية أساسها  (𝒖𝒏)ومنه  𝟐 =  وحدها الأول 𝟐

 𝒖𝟎 = 𝑶𝑨𝒏 = |𝒁𝟎| = 𝐮𝒏، التحقق     𝟏 = 𝒖𝟎 × 𝒒𝒏 = 𝟐𝒏 

 :  𝒏بدلالة  𝑻𝒏حساب المجموع  ✓

𝑻𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + ⋯…………+ 𝒖𝐧+𝟏 = 𝟏(
𝟏 − 𝟐𝒏+𝟐

𝟏 − 𝟐
) = 𝟐𝒏+𝟐 − 𝟏 

𝟏𝟐𝒙  المعادلة ℤ𝟐أ/ حل في    ( 3      − 𝟓𝒚 = 𝟑  

(𝟒)𝟏𝟐نلاحظ أنّ :              − 𝟓(𝟗) = ;𝟒) الثنائية إذن   𝟑  حل للمعادلة (𝟗

 

−4𝐢 4 − 2𝐢 2 − 𝐢 1  

4𝑖 2𝑖 𝑖 0 𝑖 

0 4 2 1  
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{
𝟏𝟐𝒙 − 𝟓𝒚 = 𝟑

𝟏𝟐(𝟒) − 𝟓(𝟗) = 𝟑
𝒙)𝟏𝟐بالطرح طرفا لطرف نجد   − 𝟒) − 𝟓(𝒚 − 𝟗) = 𝒙)𝟏𝟐أي  𝟎 − 𝟒) = 𝟓(𝒚 − 𝟗) 

}     باستعمال مبرهنة غوص نجد
𝒙 = 𝟓𝒌 + 𝟒
𝒚 = 𝟏𝟐𝒌 + 𝟗

𝒌  مع    ∈ ℤ 

 تنتمي إلى المحور الحقيقي الموجب 𝑨𝒏حيث تكون النقط  𝒏ب/ استنتاج مجموعة الأعداد الطبيعية     
𝐚𝐫𝐠(𝒁𝒏)معناه  = 𝟐𝒌𝝅     أي(

𝝅

𝟐
+

𝟓𝒏𝝅

𝟔
) = 𝟐𝒌𝝅  𝟓ومنه𝒏 + 𝟑 = 𝟏𝟐𝒌   𝟏𝟐فينتج لنا𝒌 − 𝟓𝒏 = 𝟑 

} ( أ/ نجد : 3 وحسب السؤال 
𝒌 = 𝒙 = 𝟓 ∝ +𝟒
𝒏 = 𝒚 = 𝟏𝟐 ∝ +𝟗

𝒏ومنه   = 𝟏𝟐 ∝ ∋∝مع   𝟗+ ℕ 

𝒁𝒏+𝟑 ، العدد 𝒏( تبيين أنه من أجل كل عدد طبيعي 4  

𝒁𝒏
 تخيلي صرف 

   لدينا :
𝒁𝒏+𝟑

𝒁𝒏
=

𝟐𝒏+𝟑𝐞
𝒊(

𝝅

𝟐
+

𝟓(𝒏+𝟑)𝝅

𝟔
)

𝟐𝒏𝐞
𝒊(

𝝅
𝟐
+

𝟓𝒏𝝅
𝟔

)
=

𝟐𝒏×𝟐
𝟑
𝐞
𝒊(

𝟓𝒏𝝅

𝟔
+

𝟏𝟓𝝅

𝟔
+

𝝅

𝟐
)

𝟐𝒏𝐞
𝒊(

𝝅
𝟐
+

𝟓𝒏𝝅
𝟔

)
= 𝟖. 𝐞𝒊

𝟓𝝅

𝟐 = 𝟖. 𝐞𝒊
𝝅

𝟐 = 𝟖𝒊 

  :𝑶𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟑استنتج طبيعة المثلثات  ✓

𝒁𝒏+𝟑لدينا 

𝒁𝒏
= 𝟖𝒊   معناه𝒂𝒓𝒈(

𝒁𝒏+𝟑

𝒁𝒏
) =

𝝅

𝟐
𝑶𝑨𝒏)أي   

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝑶𝑨𝒏+𝟑
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

𝝅

𝟐
 𝑶قائمة في  𝑶𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟑ومنه المثلثات   

𝑶𝑨𝒏)قيسا للزاوية  𝐧( تعيين بدلالة 5   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝑶𝑨𝟐𝒏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

𝒁𝟐𝒏لدينا :   

𝒁𝒏
=

𝟐𝟐𝒏𝐞
𝒊(

𝝅
𝟐
+

𝟓(𝟐𝒏)𝝅
𝟔

)

𝟐𝒏𝐞
𝒊(

𝝅
𝟐
+

𝟓𝒏𝝅
𝟔

)
= 𝟐𝒏. 𝐞𝒊

𝟓𝒏𝝅

𝑶𝑨𝒏)ومنه     𝟔
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝑶𝑨𝟐𝒏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝐚𝐫𝐠 (
𝒁𝟐𝒏

𝒁𝒏
) =

𝟓𝒏𝝅

𝟔
 

 في استقامية 𝑨𝟐𝒏و  𝑶 ،𝑨𝒏حتى  تكون النقط        𝒏استنتاج قيم  ✓

𝑶𝑨𝒏)     معناه :
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝑶𝑨𝟐𝒏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝒌𝝅    𝟓أي𝒏𝝅

𝟔
= 𝒌𝝅   𝟓أي𝒏 = 𝟔𝒌   أي𝒏

𝟔
=

𝒌

𝟓
𝒏ومنه  ∝= = 𝟔 ∋∝مع   ∝ ℕ 

 التمرين الرابع: 

I-  الدالة * 𝒙 ↦ 𝒍𝒏𝒙  حيث :  ]∞+;𝟎[قابلة للاشتقاق على(𝒍𝒏𝒙)′ =
𝟏

𝒙
𝐥𝐢𝐦ومنه  

𝐱→𝟏

𝐥𝐧𝐱−𝒍𝒏𝟏

𝒙−𝟏
=

𝟏

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦أي:   𝟏

𝐱→𝟏

𝐥𝐧𝐱

𝒙−𝟏
= 𝟏 

𝑿* بوضع        = 𝒙 − 𝐥𝐢𝐦تصبح     𝟏
𝒙→𝟏

𝐥𝐧𝒙

𝒙−𝟏
= 𝐥𝐢𝐦

𝑿→𝟎

𝐥𝐧(𝑿+𝟏)

𝑿
= 𝟏 

II –  1 أ/ بيّن انهّ من أجل كل عدد حقيقي )𝒙 𝟏]من المجال;+∞[      :𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏𝒙 + 𝐥𝐧 (𝟏 + √𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐) 

𝐥لدينا :  𝐧(𝒙 + √𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝐥𝐧 (𝒙 + √𝒙𝟐 (𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐) = 𝒍𝒏(𝒙 [𝟏 + √𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐]) = 𝒍𝒏𝒙 + 𝐥𝐧 (𝟏 + √𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐) 

𝒇(𝒙)ومنه :   = 𝒍𝒏𝒙 + 𝐥𝐧 (𝟏 + √𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐
𝒙𝟐√" ملاحظة :     ( = |𝒙|  ،𝐥𝐧(𝐚𝐛) = 𝐥𝐧𝐚 + 𝐥𝐧𝐛  مع𝒂 > 𝒃و  𝟎 > 𝟎  " 

𝒙     :   ]∞+;𝟏]من المجال 𝒙ب/ تبيين انهّ من أجل كل عدد حقيقي      − 1 = √1 −
1

𝒙2 (𝒙√
𝒙−1

𝒙+1
) 

√𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐
(𝒙√

𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
) =

𝒙

𝒙
√(𝟏 − 𝒙𝟐)

𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
= √(𝒙 − 𝟏)𝟐 = 𝒙 −  وهو المطلوب      𝟏
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 1غيّ قابلة للاشتقاق عند  𝒇ج/ تبيين أنّ الدالة 

𝐥𝐢𝐦لدينا   
𝒙→𝟏

𝐟(𝐱)−𝒇(𝟏)

𝒙−𝟏
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟏

𝒍𝒏(𝒙)

𝒙−𝟏
+ 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟏

𝟏+√𝟏−
𝟏

𝒙𝟐

√𝟏−
𝟏

𝒙𝟐

×
𝟏

𝒙√
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏

 =  1 غيّ قابلة للاشتقاق عند 𝒇الدالة ومنه  ∞+

 1يقبل نصف مماس موازي لمحور التراتيب عند النقطة التي فاصلتها  (𝑪𝒇)المنحنى  التفسيّ:

𝐥𝐢𝐦( أ/     2
𝒙→+∞

𝑓(𝑥) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝒍 𝒏(𝒙 + √𝒙𝟐 − 𝟏) = +∞ 

;𝟏[دالة قابلة للاشتقاق على  𝒇    ب/  𝒇′(𝒙)و  ]∞+ =
𝟏+

𝟐𝒙

𝟐√𝒙𝟐−𝟏

𝒙+√𝒙𝟐−𝟏
=

𝟏

√𝒙𝟐−𝟏
> 𝟎 

 

 𝒇  𝟏[متزايدة تماما على;+∞[ 

 (𝑪𝒇)ج( رسم المنحنى 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑨𝑩𝑸و المثلث  𝑨𝑷𝑩𝑸(   أ/ حساب مساحة كل من المستطيل 3

;𝑨(𝟏أي  1فاصلتها  (𝑪𝒇)من  𝑨النقطة  ;𝑩(𝟑أي  3فاصلتها  (𝑪𝒇)من  𝑩،كذلك    (𝟎 𝒇(𝟑)) حيث 

     𝒇(𝟑) = 𝐥𝐧(𝟑 + 𝟐√𝟐) = 𝟐𝒍𝒏(𝟏 + √𝟐) 

 𝒇(𝟑) 𝒖𝒂تساوي :   𝑨𝑩𝑸المثلث   مساحة ✓
 𝟐𝒇(𝟑) 𝒖𝒂تساوي :   𝑨𝑷𝑩𝑸المستطيل   مساحة ✓

 𝑨𝑷𝑩𝑸المستطيل   مساحةو  𝑨𝑩𝑸المثلث   مساحةمحصورة بين  𝑺نلاحظ أنّ المساحة  ب/

2𝒍𝒏(1:  إذن    + √2) ≤ 𝑺 ≤ 4𝒍𝒏(1 + √2) 

 



 
7 

 

𝒈(𝒙):   ]∞+;𝟎]من المجال 𝒙 انهّ من أجل كل عدد حقيقي تبيين( 1 ≥ 𝟏 

𝒈(𝒙)     لدينا :     − 1 =
𝒆2𝒙−2𝒆𝒙+1

2𝒆𝒙
=

(𝒆2𝒙−1)2

2𝒆𝒙
≥ 𝒈(𝒙)ومنه    0 ≥ 1 

𝐟(𝒙)المعادلة   𝒚 و بدلالة   +𝓡،حل في  +𝓡من  𝒚 ليكن /أ( 2 = 𝒚 

   𝒇(𝒙) = 𝒚  أي𝐥𝐧 (𝒙 + √𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝒚   أي√𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝒆𝒚 − 𝒙   

𝒙𝟐   بتربيع الطرفين    − 𝟏 = 𝒆𝟐𝒚 − 𝟐𝒙𝒆𝒚 + 𝒙𝟐 حل المعادلة هو   ومنه 𝒙 =
𝒆𝟐𝒚+𝟏

𝟐𝒆𝒚
  

✓ 𝑴(𝒙; 𝒚)   نقطة من(𝑪𝒇)  معناه𝒇(𝒙) = 𝒚  ّو بما أن𝒈[𝒇(𝒙)] = 𝒙   : فإن𝑴′(𝒚; 𝒙)   نقطة من(𝑪𝒈) 

 (𝑪𝒇)انطلاقا من   (𝑪𝒈)ب/ تبيين كيف يمكنك رسم المنحني    

,𝑂)منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  بما أنّ  𝑖 , 𝑗 )  فإنّ المنحنيين(𝑪𝒇)  و(𝑪𝒈)  متناظرين بالنسبة للمستقيم الذي

𝑦معادلته  = 𝑥   "المنصف الأول " 

′𝑺أ/  بينّ أنّ :        (3 = 6𝒍𝒏(1 + √2) − ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙
2𝒍𝒏(1+√2)

0
 

𝑺′   مساحة الحيّز𝑫′   المحدد بالمنحنى(𝑪𝒈) : والمستقيمات التي معادلاتها    𝒙 = 𝟎   ،𝒙 = 𝟐𝒍𝒏(𝟏 + 𝒚و  (𝟐√ = 𝟑 

𝑺′ = ∫ [𝟑 − 𝒈(𝒙)]𝒅𝒙 = [𝟑𝒙]
𝟎

2𝒍𝒏(1+√2)
− ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙

2𝒍𝒏(1+√2)

0
  

2𝒍𝒏(1+√2)

0

= 6𝒍𝒏(1 + √2) − ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙
2𝒍𝒏(1+√2)

0

 

∫       ب/  حساب     𝒈(𝒙)𝒅𝒙
𝟐𝒍𝒏(𝟏+√𝟐)

𝟎
   

                    

∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙
2𝒍𝒏(1+√2)

0
= ∫

𝟏

𝟐
(𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙)𝒅𝒙 = [

𝟏

𝟐
(𝒆𝒙 − 𝒆−𝒙)]

𝟎

2𝒍𝒏(1+√2)
=

2𝒍𝒏(1+√2)

0

𝟏

𝟐
[(𝟏 + √𝟐)

𝟐
−

𝟏

(𝟏+√𝟐)
𝟐] =

𝟏

𝟐
[(𝟏 + √𝟐)

𝟐
− (𝟏 − √𝟐)

𝟐
]         

∫ومنه :     𝒈(𝒙)𝒅𝒙
𝟐𝒍𝒏(𝟏+√𝟐)

𝟎
= 𝟐√𝟐 

𝒚متناظرين بالنسبة للمستقيم الذي معادلته  (𝑪𝒈)و  (𝑪𝒇): بما أنّ المنحنيين  𝑺استنتاج قيمة  ✓ = 𝒙   ّفإن𝑫 = 𝑫′   ومنه
𝑺 = 𝑺′ : إذن 

𝑺 = 𝑺′ = 6𝒍𝒏(1 + √2) − ∫ 𝒈(𝒙)𝒅𝒙
2𝒍𝒏(1+√2)

0
= 𝟔𝒍𝒏(𝟏 + √𝟐) − 𝟐√𝟐  𝒖𝒂   

 

 

 



 
8 

 

 

 

 

مادة الرياضيات للأقسام  2017 التجريبي بكالورياالمن  ولانتهى بحمد الله وبفضله تصحيح الموضوع الأ
  الرياضيات النهائية شعبة 

 لاتنسونا من صالح دعائكم

 بالتوفيق والنجاح                                        

ن الأستاذ : تونســــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــي   


