


  الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية
  مديرية التربية لولاية ميلة                                         وزارة التربية الوطنية

  2015 ماي دورة:                        التجريبيبكالوريا الامتحان 
  1ميلة  :مقاطعة   رياضيات : الشعبة

  ساعات و نصف 4: المدة                                       تالرياضيا :مادة اختبار في

  5من  1صفحة 

  

  يختار أحد الموضوعين التاليين: نعلى المترشح أ
 الموضوع الأول  

طانق 03.5 ( :التمرين الأول(  
جد جميع الثنائيات المرتبة  )1 ,x y:3من الأعداد الطبيعية حيث 3 631x y   
  . 7على 111ماهو باقي القسمة الإقليدية للعدد  -)ا2
  7على10nالقسمة الإقليدية للعدد  واقيبnحسب قيم العدد الطبيعي  عين -ب  
3( 999888777666555444333222111كمايلي :عدد طبيعي يكتب في النظام العشري   
  .111يكتب بدلالة العددبين أن  -ا

  .7على ما هو باقي قسمة العدد -ب
نقاط)  04( :التمرين الثاني   
)المتجانس فضاء منسوب إلى المعلم المتعامد ال   ; , , )o i j k

  
 .  

)النقطة  نعتبر   1;1;0)A  المستوىو( )P   2ذو المعادلة 2 6 0x y z    .  
)والمستقيم             )D    : 2حيث 3

3 2     
2 2

x t
y t t
z t

 
   
  


  تمثيل وسيطي له.       

) المستوىو Aالمسافة بين النقطة  أحسب -أ )1 )P ستنتج أنو اA  لا تنتمي إلى( )P. 

)أثبت أن المستقيم  -ب )D يشمل النقطةA  المستوىيوازي و( )P. 

)تمثيلا وسيطيا للمستقيم  جد -أ  )2 )  الذي يشمل النقطة ؛A ىالمستو و يعامد ( )P . 

)نقطة تقاطع المستقيم  Bعين إحداثيات  -ب ) ىوالمستو ( )P .  
)0للمستقيم وسيطيعين تمثيلا -جـ )  الذي يشمل النقطةB ويوازي ( )D .  
)0 ثبت أناثم      ) المستوىمحتوى في( )P  .    

;2)تعطى النقطة  )3 1;2)C . أحسب المسافة بين النقطةC  والمستقيم( )D. 

  
  
  
  



  
 

 5من  2صفحة 

 نقاط 06( :التمرين الثالث (   
في كل يلي المستوي منسوب الى المعلم المتعامد المتجانس     ; ,O u v

 
  

2النقط نعتبر 1 0, ,A A A:2لواحقها على الترتيب 1 0, ,z z z 2حيث 1 04 , 1 4 , 5 4z i z i z i       .  
حيث:Sبين أنّه يوجد تشابه مباشر وحيد  -ا )1 0 1S A Aو 1 2S A A.  

هي:Sأن العبارة المركبة للتّشابه  اثبت -ب    
 

1 3
2 2
i iz z      

 
.  

  .Sللتشابه للمركزاستنتج النّسبة والزاوية واللاحقة  -ج    
zحيثzلاحقتها Mنعتبر النقطة  -د       و صورتها M z  بواسطةS.  
من أن  تحقق      z i z z     واستنتج طبيعة المثلث.MM .  

النقط . نعرف متتالية nمن أجل كل عدد طبيعي  )2 nA:كما يلي 1n nA S A   1و نضعn n nv A A   
2ا) مثل النقط       1 0, ,A A A 6وأنشئ هندسيا النقط 5 4 3, , ,A A A A.  

ب) برهن أن المتتالية      nv2هندسية أساسها
2

  0vعين حدها الأول .

المتتالية  )3 nU معرفة على:0كما يلي 1 ...n nU v v v   .  
  . nبدلالة nvعبر عن  ا)    
هل المتتالية   ب)     nUمتقاربة؟  
nحيث:nالطول nاحسب بدلالة  )4 nA   ن أصغر عدد طبيعيعي ثمn:0.06الذي يحققn  .  

ط)اقن  06.5: (  التمرين الرابع  
معرفتان  على  المجال  gو  fالدالتان العدديتان      0;  كمايلي:          

            1 ln( ) 2 1 xf x x
x


                2و( ) 2 2 lng x x x              

  ( )fC التمثيل البياني للدالةf   المتجانس المنسوب إلى المعلم المتعامد  المستوىفي( ; , )o i j
 

  
متزايدة تماما على المجال gأثبت أن الدالة  أ) )1 0; . 

)إشارة ،  xحسب قيم ،ثم استنتج  g(1)أحسب  ب) )g x.  
أحسب   أ) )2

0

lim ( )
x

f x



 . النتيجة .  هندسيا رثم فس 

)أثبت أن المستقيم  ب) )  2 معادلةالذي 1y x   مقارب مائل للمنحنى هو( )fC .  
)أدرس وضعية المنحنى  جـ)         )fC  بالنسبة للمستقيم( ).  

من xمن أجل كل، أثبت أنه  )3 0; ، : 2فإن
( )( ) g xf x
x

   ثم شكل جدول تغيرات الدالةf 

) أنشئ كلا من )4 )  و( )fC. 

:   nمن أجل كل عدد طبيعي نضع ، )5
1
( ( ) (2 1))

e

n e

n

nU f x x dx


    



  
 

 5من  3صفحة 

)طبيعة المتتالية  ثم استنتج ، nبدلالة ،  nUأحسب   ) أ )nU .  
)المحدد بالمنحنى؛ المستوىحيز مساحة  Aلتكن   ) ب )fC وبالمستقيم( )  وبالمستقيمين الذين

2  ن لهما:معادلتا    ,  1x e x   .: تحقق من أن  0 1A U U ua     
المعرفة على المجال،hنعتبرالدالة   )6 0;  ،2:  بالعلاقة( ) (1 ln ) 3 2h x x x x     

من xمن أجل كل،أثبت أنه   ) أ 0;،  : فإن( ) 1( ) 4h x f
x x

  .استنتج أن  ثم( ) 0h x   

)بحيث يكون xعين  ) ب ) 0h x . 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  



  
 

 5من  4صفحة 

  
لثانيالموضوع ا  

نقاط) 03.5( :التمرين الأول  
) المعادلة : ، في مجموعة الأعداد المركبة ،حل   -1 2)( ² 2 4) 0z z z   . 

)المتجانس متعامد منسوب إلى المعلم الالمركب  المستوى -2 ; , )O u v
   

2Azحيث:  Czو  Az  ،Bz ،على الترتيبلواحقها التي   Cو A  ،Bلتكن النقطَ  ،1 3Bz i  1و 3c i z   
  .  Czو Bzاكتب شكلا أسيا لكل من  – أ

2015أكتب على الشكل الجبري العدد   -ب

2
Cz 

 
 

 .  

nبحيث يكون  nعين قيم العدد الطبيعي -ج
Bz  . عددا حقيقيا سالبا  

Cلعدد  اكتب على الشكل الأسي ا -أ -3 A

B A

z z
z z



   . 

  عناصره المميزة . يطلب تعيينه بدقة ثم عين، بتحويل نقطي    Bهي صورة  Cاستنتج أن  -ب
 .OBACحدد مع التعليل طبيعة الرباعي -4

ةنقط 03.5:( لثانيالتمرين ا(  
  سمه الطبيعية.مجموعة قوام عين إلى جداء عوامله الأولية ث320حلل العدد  )1
2(xوy ليان فيماتبينهما. اثبعددان طبيعيان أو أن xy  و x y.ليان فيما بينهماأو  
3( aوb:عددان طبيعيان غير معدومين بحيث 27 320a b m   حيث ;m PPCM a b  

  .bوaعين القيم الممكنة لكلّ من العددين     
 
نقاط) 06( :التمرين الثالث    

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس    ; , ,O i j k
  

  

نعتبر النقطتین    3; 1;0 , 2;1;1I A و P مجموعة النقط , ,M x y z:من الفضاء التي تحقق  

     2 0MA MA MI  
 

  
تنتمي إلى المجموعة Aبیّن أنّ النقطة  )1 P ّوأن P:2ھي المستوي ذو المعادلة 1 0x y z   . 
جد معادلة لسطح الكرة  )2 S  ذات المركزI وتشمل النقطةA. 
لیكن المستوي  )3 P:2المعرف بالمعادلة 4 0x y z   . 

بیّن أنّ   ) أ Pطع یق S وفق دائرة C یطلب تعیین مركزھاH ونصف قطرھاr. 
لتكن النقطة   ) ب , 2; 2; 2B   ّتحقق من أنAB ھو أحد أقطار الدائرة C. 
للمستوي  دیكارتیھجد معادلة   ) ت Q المماس لسطح الكرة S في النقطةB. 



  
 

 5من  5صفحة 

مجموعة عیّن ال )4  للنقط , ,M x y z:من الفضاء حیث

   2 22 1 2 4 0x y z x y z       .  

  
 نقاط ) 07( :التمرین الرابع  

,منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس المستوى      )i j( O ;
 

     
I. g الدالة العددیة المعرفة على : كما یلي  ( ) 1 1xg x x e    

  . gادرس تغیرات )1
)إشارة  ، xتبعا لقیم ،عین  )2 )g xمن أجل كل  ،واستنتج أنھxمن ،  : 1فإن 0xxe     
)فإن ،  xمن أجل كل عدد حقیقي ،تحقق أنھ  )3 ) ( ) 1 xg x g x e   )gھي الدالة المشتقة للدالةg (  

استنتج 
1

0

( )g x dx.وفسره ھندسیا  

II. f الدالة العددیة المعرفة على كما یلي:( )
1

x

x
xef x
x e




  تمثیلھا البیاني.f(C(و  

احسب   )1 lim
x

f x


 ، lim
x

f x


  النتیجتین. ھندسیا وفسر

فإن  ،xمن أجل كل عدد حقیقي ،بین أنھ  )2 
  2

1
( )

1

x

x

x e
f x

x e


 


  fواستنتج جدول تغیرات  

yبین أن   )3 x  ھي معادلة المماس T  للمنحني)f(C في المبدأ.  

-فإن xبین أنھ من أجل كل عدد حقیقي )4 . ( )( )-
1

x g xf x x xxe



مبالنسبة للمستقی f(C(واستنتج وضعیة T   

ارسم المماس  )5 T المنحنى  و)f(C  
III.  nu  المتتالیة العددیة المعرفة على : 0كمایلي 2u   ومن أجل كل عدد طبیعيn : 1 فإن ( )n nu f u   

0nuفإن: ، nمن أجل كل عدد طبیعي  ،برھن بالتراجع أنھ )1   
برھن أن المتتالیة  )2 nu .متناقصة تماما واستنتج أنھا متقاربة واحسب نھایتھا  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 2015شھادة البكالوریا بالتوفیق والنجاح في   



         2015 - 2014                         زغایة -متقن  الشھید سرار عبد الحمید                                  

       أ -ش :الأستاذ              ریاضیات  :الشعبة   2015تصحیح البكالوریا التجریبي دورة ماي             

  العلامة   الإجابة                                                     
    الموضوع الأول

    التمرین الأول  
  إیجاد جمیع الثنائیات المرتبة ,x y  3من الاعداد الطبیعیة والتي تحقق المعادلة 3 631.......( )x y E   
3بالقسمة الإقلیدیة للعدد    3x y  علىx y  3 :نجد 3 2 2( ).( )x y x y x y xy      
)المعادلة   )E  2تصبح 2( ).( ) 631x y x y xy     

2فإن   1 . 631 =631عدد أولي  أي  631بما أن   2

( ) 1
( ) 631
x y
x y xy
 


  

2لأن  2( ) ( )x y xy x y    

  عددان طبیعیان . x  ,yو
1yإذن   x   2وبالتعویض في المعادلة الثانیة من الجملة نجد 210 0x x     841ولدینا   ومنھ

29   
1لدینا إذن 

1 29 14
2

x 
     ( حل مرفوض ) 2و

1 29 15
2

x 
    14بالتعویض نجدy    

 ھي حلول المعادلة ومنھومنھ توجد ثنائیة وحیدة   (15,14)S   
  

  

 / ومنھ   6+15.7=111 : 7على  111إیجاد باقي قسمة  أ:  111 6 7  

  10nبواقي قسمة  nتعیین حسب قیم  ب /
 010 1 7  , 110 3 7  , 210 2 7  , 310 6 7  , 410 4 7  , 510 5 7  , 610 1 7  

  ومنھ جدول البواقي كما یلي
6k+5  6k+4  6k+3  6k+2  6k+1  6k  قیمn  

    البواقي  1  3  2  6  4  5

  

    999888777666555444333222111عدد طبیعي یكتب في النظام العشري كما یلي   
 : 111بدلالة العدد  كتابة   - أ

(9008007006005004003002001).111:نجد  111على  بقسمة العدد     
  لدینا  /ب   و   أ /     باستعمال السؤال  : 111على  باقي قسمة  –ب 

0 3 6 9 12 15 18 21 24111.(9008007006005004003002001) 6.(1.10 2.10 3.10 4.10 5.10 6.10 7.10 8.10 9.10 )        
  

(9008007006005004003002001).111ومنھ  6.(1. 2.6 3.1 4.6 5.1 6.6 7.1 8.6 9.1)            
لدینا إذن  870 7    لكن 870 2 7   ومنھ لدینا 2 7   

  

    التمرین الثاني

)لدینا   1,1,0)A    ,( ) : 2 2 6 0p x y z      و
2 3

( ) : 3 2
2 2

x t
D y t

z t

 
  
  

  

    المسافة بین  –أA  و( )p  ھي : 
2 2 2

1 2.(1) 2.(0) 6 9 9( , ) 3
39( 1) ( 2) (2)

d A p
   

  
   

  

 ( , ) 3 0d A p    ومنھ( )A p  
  
  

  



)إثبات أن  –ب       )D  یشملA  ویوازي( )p :   

لدینا             
1 2 3

1 3 2
0 2 2

t
t
t

  
  
  

ومنھ   
1
1
1

t
t
t


 
 

)أي    )A D   

  
  اثبات أن( ) //( )D p :  

   (2,3, 2)u


)شعاع توجیھ ل   )D   ,(1, 2, 2)n 


)شعاع ناظمي ل   )p  ولدینا. 2.1 3.( 2) 2.3 0u n     
 

  
uومنھ   


nو  


)متعامدان ومنھ   ) //( )D p .  

  
  تمثیل وسیطي ل  –أ    الذي یشملA  ویعامد( )p :   

   یعامد( )p  1)ومنھ, 2, 2)n 


ھو شعاع توجیھ ل     ومنھ: 
1

( ) : 2 1
2

x t
y t
z t

 
    
 

  

نقطة تقاطع  Bإحداثیات  ب/     و( )p :   

    

1
2 1

2
2 2 6 0

x t
y t
z t
x y z

 
   
 
    

) :ومنھ لدینا    1) 2( 2 1) 2(2 ) 6 0t t t           1ومنھt    بقیمة بالتعویضt   في

نجد الجملة 
0

1
2

x
y
z


  
 

,0)أي    1, 2)B   نقطة تقاطع   و( )p.  

تمثیل وسیطي ل  –ج  0  الذي یشملB  ویوازي( )D : 

  0( ) //( )D  ومنھ شعاع توجیھ( )D  ھو شعاع توجیھ ل 0  2,3)أي, 2)u


شعاع توجیھ ل   0 .  

0ومنھ  

2
( ) : 3 1

2 2

x t
y t
z t


  
  

 .  

  0إثبات أن( ) ( )p  :  یكفي إیجاد نقطتین من 0  تنتمیان إلى( )p  
,0)لدینا    1, 2)B   تنتمي إلى 0  0)و, 1, 2)B   تحقق معادلة( )p  فھي تنتمي إلى( )p .  

1tبوضع    الوسیطي ل في التمثیل 0  2)نجد نقطة أخرى, 2, 4)B  من 0  وتحقق معادلة( )p . أیظا  
بما أنھ توجد نقطتان من المستقیم  0  تنتمیان إلى( )p  0فإن( ) ( )p    

  

   2)حساب المسافة بین النقطة 1, 2)C   والمستقیم( )D :  
,2)المسافة بین النقطة   1, 2)C   والمستقیم( )D  ھي الطولCH  حیثH  ھي المسقط العمودي لC  على( )D   

CHثم حساب  Hیكفي إیجاد إحداثیات النقطة  


 .  

 H  تنتمي إلى( )D  ومنھ فإن

2 3
3 2
2 2

H

H

H

x t
y t
z t

 
  
  

ومنھ   
H C

H C

H C

x x
CH y y

z z

 
  
  


أي  

2 5
3 1
2 4

t
CH t

t

 
  
  


  

)وشعاع توجیھ   )D  2,3)ھو, 2)u


.و   0CH u 
 

2).2وھذا یعني أن      5) 3.(3 1) 2.(2 4) 0t t t       

  



21ومنھ   
17

t     وبالتعویض بقیمةt  نجد

9
17
29
17
8

17

H

H

H

x

y

z

 

 

 

 ومنھ  
2 2 29 29 82 1 2

17 17 17
CH                 

     
 

                                                                            
  
 

    التمرین الثالث

2النقط لدینا  1 0, ,A A A:2لواحقها على الترتيب 1 0, ,z z z 2حيث 1 04 , 1 4 , 5 4z i z i z i       .  
 ن أنّه يوجد تشابه مباشر وحيد  -ابيS:حيث 0 1S A Aو 1 2S A A:  
0بما أن    1A A   1و 2A A  0فإنھ یوجد تشابھ مباشر وحید یحولA  1إلىA  1ویحولA  2إلىA   

هي:Sأن العبارة المركبة للتّشابه اثبات  –ب     
 

1 3
2 2
i iz z      

 
:  

0لدينا  1

1 2

( )
( )

S A A
S A A


 

معناه   
 

1 0

2 1

.... 1

.... 2

z az b

z az b

 


 
2وبطرح العبارتین نجد   1 1 0( )z z a z z    ومنھ

2 1

1 0

1
2

z z ia
z z

 
 


في المعادلة  aبالتعویض بقیمة   1  أو 2  3نجد

2
ib  

   

هي:Sالعبارة المركبة للتّشابه ومنھ  
 

1 3
2 2
i iz z      

   
  
  : Sللتشابه للمركزاستنتاج النسبة والزاویة واللاحقة  –ج  

  نسبة التشابھ ھي
2 21 1 1 1 2

2 2 2 22 2
ia             

   
 

  زاویة التشابھS  1هيarg( ) arg
2 4
ia     

 
  

  لاحقة المركز ھوw  حیث
3

32
1 11 11
2 2

i
b iw
a ii

 
 

  
  

وبالضرب في مرافق المقام نجد 

1 2w i   
zحيثzلاحقتها Mالنقطة  - د   و صورتها M z  بواسطةS   
  التحقق أن z i z z    ج طبيعة المثلث ا.واستنتMM  

1 31 2
2 2

1 3
2 2

i ii z
w z i

i iz z z z

          
      

 

  

  1لدیناw z i
z z


 


MMمعناه المثلث      1( .......متساوي الساقين( 

لدینا أیظا  arg arg
2

w z i
z z

     
MMمعناه المثلث     قائم فيM  )......2(  لاحقة )M   موجودة في

  البسط والمقام ).

  



2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

MMالمثلث ) نستنتج أن 2) و (1من (  و قائم في  متساوي الساقينM  .  

  من أجل كل عدد طبيعيn النقط , نعرف متتالية nA:كما يلي 1n nA S A   1و نضعn n nv A A   
2ا) تمثيل النقط       1 0, ,A A A 6وانشاء هندسيا النقط 5 4 3, , ,A A A A.  
  لدینا 2 1 0( 4, 1), ( 1, 4), 5, 4A A A      
  من جھة أخرى لدینا 1n nA S A    0معناه 1( )S A A ,1 2( )S A A ,2 3( )S A A   الخ....... 

ومنھ نستنتج أن   0 20 ( )S S A A   ,  1 30 ( )S S A A  و  2 40 ( )S S A Aالخ........ 
0Sأي  التشابھ  S  0یحولA  2إلىA  1و یحولA  3إلىA  2ویحولA  4إلىA  الخ... 

0Sحیث  S . ھو مركب تشابھین نسبتھ جداء النسبتین وزاویتھ ھي مجموع الزاویتین  

2هي  Sبما ان نسبة التشابھ  
2

0Sفإن نسبة التشابھ   S  2ھي 2 1.
2 2 2

  

4هي  Sبما ان زاویة التشابھ 


  0فإن زاویة التشابھS S  ھي
4 4 2
            

   
  

2  :لدینا مثلا  0
1
2

A A    و 0 2,
2

A A 
   
 

0Sبالتشابھ  0Aصورة  2Aلأن    S   

                 3 1
1
2

A A    و 1 3,
2

A A 
   
 

0Sبالتشابھ  1Aصورة  3Aلأن      S الخ .......  

 :الإنشاء 
  
  

  
  

  
  5A  4A  

                                                                             6A  
                                                                                                   3A  

  
  

  2A  
  
  

    0A          1A  
  
 

اثبات أن المتتالية  ب)     nv2هندسية أساسها
2

  0vن حدها الأول ي.وتعي

1nلدينا    n nv A A    1, ومنه 1 2n n nv A A     ومنھ
1

1 1 2

1 1

2
22

2

n n
n n n

n n n n n

A Av A A
v A A A A


  

 

     

1لأن   

1 2

( )
( )

n n

n n

S A A
S A A



 


 

1أي       2 1
2

2n n n nA A A A     

المتتالية ومنھ   nv2هندسية أساسها
2

q    وحدھا الأول   2 2
0 0 1 1 5 4 4 6v A A         

  

  

  المتتالية nU معرفة على:0كما يلي 1 ...n nU v v v       



.n:   0بدلالة nvالتعبير عن  ا)  n
nv v q    ومنھ

21
2

6.
21

2

n

nv

 
  
 


أي    

21
2

12.
2 2

n

nv

 
  
 


  

21بما أن  ب) 1
2

q    فإن( )nv متقاربة وبما أنnU  لحدود ھي مجموع حدود متتابعة( )nv المتقاربة فإن

( )nU متقاربة.  
 حساب بدلالةn الطولn:حيثn nA   تعيين أصغر عدد طبيعي ثمn:0.06الذي يحققn    

nلدینا   nA   1ومنه 1n nA    1ومنھ  لدینا 1

2
22

2

n
n n

n n n

AA
A A

 


  
 




   

أي   n  2متتالیة ھندسیة  أساسھا
2

q     وحدھا العام  ھو 0. n
n q     أي 0. n

n A q    

وبالتالي    2 2 25 1 4 2 .
2

n

n

 
       

 
    26ومنھ 2.

2

n

n

 
   

 
  

  
  أصغر عدد طبيعيn:0.06الذي يحققn  : 

    

0.06n   معناه
26 2. 0,06

2

n
 
  
 

  ومنھ 2ln 6 2. ln 0,06
2

n
 
  
 

   ومنھ

2ln 6 2 ln 2ln 6
2

n
 

   
 

    2وبالتاليln 6 ln 6 2
ln 2 ln 2

n  


 

  

    التمرین الرابع

 f  وg  معرفتان  على  المجال 0;  ب:
1 ln( ) 2 1 xf x x
x


  

و  
2( ) 2 2 lng x x x     

 (اثبات أن الدالة  أg متزايدة تماما على المجال 0; :  

قابلة للإشتقاق على  gالدالة   0;  : ولدینا
21 4 1( ) 4 xg x x

x x
      وبما أن 0,x    فإنg 

متزایدة تماما على  0; .  
  ب ) 

           (1) 0g    ومنھ اشارةg  تكون كما یلي:  
  1  0  x  

  +  0  -  ( )g x    

  

 (ب احس  أ
0

lim ( )
x

f x



 :. وتفسير النتيجة هندسيا  

   
0 0

1 lnlim ( ) lim (2 1)
x x

xf x x
x 

        
     

لأن 
 

0

0 0

lim(2 1) 0

1 ln 1 ln 1lim lim lim ln lim ln

x

x x y y

x

x x y y y y y
x x x y



   

 
 

                        



   

  

  



  0 :التفسیر الھندسيx   مستقیم مقارب للمنحني fC  بجوار . 

)ت أن المستقيماثبا ب) ) 2 معادلةذي ال 1y x  هو  مقارب مائل للمنحنى( )fC: 

  1 lnlim ( ) (2 1) lim 0
x x

xf x x
x 

     
 

)ومنھ   ) 2 معادلةذي ال 1y x  مقارب مائل للمنحنى( )fC.  
)وضعیة المنحنى ج)  )fC  بالنسبة للمستقیم( ): ندرس اشارة الفرق ( ) (2 1)f x x    

1لدینا     ln( ) (2 1) xf x x
x


   1 ومنھ ln 0 1 ln 0 ln 1 ln lnx x x x e

x


           ومنھx e  

ومنھ وضعیة    fC  بالنسبة إلى  كما یلي  ملخصة في الجدول:   
  e  0  x  

   fC  یقع تحت          0             fC  یقع فوق   الوضعیة    
 اثبات أنه من أجل كلx من 0;  : 2،فإن

( )( ) g xf x
x

     
2

2 2 2

2 ln 2 2 ln ( )( ) 2 x x x g xf x
x x x

        

  إشارة( )f x  من اشارة( )g x  وجدول تغیراتf  یكون كما یلي 
  1  0  x  

  +  0  -  ( )f x  
   

4  
( )f x  

 

  

 كلا من  اءنشا( )  و( )fC:  

       
 

  

  من أجل كل عدد طبيعيn   :
1
( ( ) (2 1))

e

n e

n

nU f x x dx


    
)طبيعة المتتالية  ثم استنتاج ، n، بدلالة  nUا ) حساب  )nU

:  

   
1 1 1 1

1 ln 1 ln( ) 2 1
n n n n

n n n n

e e e e

e e e e

xf x x dx dx dx dx
x x x

   


         

         
1

1
2 2 2ln ( 1) ln ln

ln ( 1) ln ln
2 2 2

n

n

n

n

e

e

e

e

x n e n e
x n e n e



    
         

      
  

  

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16-17

2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7
-8
-9
-10
-11
-12

0 1

1

x

y



                    2 2 2 21 2 1 2 1 11 1 1
2 2 2 2 2

n n n n n nn n n
      

              
    

  

وبالتالي  
1

1( ) 2 1
2

n

n

e

n
e

U f x x dx n


         ومنھ nU  1أساسھا حسابیةr    0وحدھا الاول
1
2

U  .  

)مساحة حيز المستوى ؛المحدد بالمنحنى Aب )    )fC وبالمستقيم( )   :وبالمستقيمين الذين معادلتان لهما
2    ,  1x e x   .تحقق من أن :ال  0 1A U U ua   

     
2 2

0 1
1 1

( ) 2 1 ( ) 2 1 ( ) 2 1
e e e

e

U U f x x dx f x x dx f x x dx A
  

            
    

  ( باستعمال علاقةشال)  

   
 
  الدالةhمعرفة على المجال، 0;  : 2، بالعلاقة( ) (1 ln ) 3 2h x x x x     
من xاثبات أنه ،من أجل كلأ )    0; : فإن ،( ) 1( ) 4h x f

x x
   ثم استنتاج أن.( ) 0h x   

                                      
11 ln1 1 24 2. 1 4 ln 41

xxf x x x
x x x

x

            
 

 

2 2 22 ln 4 (1 ln ) 3 2 ( )x x x x x x x x h x
x x x

      
    

  لدینا من جدول تغیراتf ( ) 4f x    تكافيء( ) (1)f x f  1ومنھ 4f
x

   
 

1أي   4 0f
x

    
 

  

)ومنھ  ) 0h x
x

   وبالتالي( ) 0h x   

)بحيث يكون xتعيين ب) ) 0h x    

( ) 0h x   1تكافيء 4 0f
x

    
 

1تكافيء    4f
x

   
 

1ومنھ   (1)f f
x

   
 

1ومنھ   1
x
    1وبالتاليx  

  

  انتھى تصحیح الموضوع الأول 

 2015بالتوفیق في بكالوریا 



              زغایة -متقن الشھید سرار عبد الحمید 

  شایبي أمین :إعداد       ریاضیات  :الشعبة   2015تصحیح البكالوریا التجریبي دورة ماي                     

  العلامة   الإجابة                                                     
   الثانيالموضوع 

    التمرین الأول  

  المعادلة : �حل في مجموعة الأعداد المركبة ، ( 2)( ² 2 4) 0.........( )z z z E   :   

)لدينا     2)( ² 2 4) 0z z z     2تكافيء

2.................(1)
2 4 0.......(2)

z
z z



  

   

 ) 2لدینا  :) 2حل المعادلة 2 2. ( 1) 1.4 3 .3b a c i             3ومنھi  

1ومنھ نجد 
1 3 1 3

1
b iz i
a
    

          ,2
1 3 1 3

1
b iz i
a
    

    

)ومنھ المعادلة  )E  1 :وهي  �لھا ثلاثة حلول في 3, 1 3, 2C B Az i z i z      

  

  (كتابة شكلا أسيا لكل من أBz وCz :   
   *    221 3 1 3 2Bz i        , arg arg 1 3 2

3Bz i k
     32ومنھ

i

Bz e


  

        *   221 3 1 3 2Cz i         , arg arg 1 3 2
3Cz i k

      32ومنھ
i

Cz e



  

2015الشكل الجبري للعدد  ب )   

2
Cz 

 
  :  

2015
2015 20152015 3

32 2015 2015 2016 2016cos sin cos sin cos sin
2 2 3 3 3 3 3 3

i
iCz e e i i i


        




 
                                                                

 
  

  
   cos 2 . 336 sin 2 . 336

3 3
i             

   
  

 وبالتالي   
2015 1 3

2 2 2
Cz i    

 
  

nبحيث يكون  nقيم العدد الطبيعي ج)  
Bz   عددا حقيقيا سالبا: 

 nBz  حقیقي سالب معناه arg n
Bz k    

  3 3arg arg 2 arg 2 .
3

n ni in n
B

nz e e
     

     
   

  

ومنھ   arg n
Bz k   معناه أن

3
n k

    3وبالتاليn k   /k �  

  

  كتابة على الشكل الأسي العدد   -أC A

B A

z z
z z



  :   

  
2

32 2 2
3 3

21 31 3 2 1 3 1 3 .
4 41 3 2 1 3 1 3

i

i iiC A

B A

eiz z i i i e e e
z z i i i



 


 
                            

  

وبالتالي 
5
3

iC A

B A

z z e
z z




  
  
  

  



  
 :بتحويل نقطي    Bهي صورة  Cاستنتاج أن  -ب  

    لدینا   
5
3 1

iC A

B A

z z e
z z


 


ولدینا       5arg 2

3
C A

B A

z z
z z




 
  

بالدوران الذي    Bهي صورة  Cومنھ   

2Azذات اللاحقة Aمركزه     5وزاویتھ
3
 .

  
 

  
 مع التعليل طبيعة الرباعي تحدیدOBAC:  

ACلدينا  AB  ,  5,
3

AC AB 


 
متناظرتان بالنسبة لمحور الفواصل ومنھ الرباعي  Cو  Bو لدینا أیظا   

OBAC . معين  

  

    التمرین الثاني
  
   تعيين مجموعة قواسمه الطبيعية 320العدد  تحلیل لية ثمإلى جداء عوامله الأو:  
  6320 32.10 2 .5   320,16,80,64,40,32 :ومجموعة قواسمھ ھي, 20,16,10,8,5, 4, 2,1 

.  

  

 xوyليان فيما بينهما. اثباتعددان طبيعيان أو  أنxy  و x yليان فيما بينهماأو:  
)gcdلدینا    , ) 1p x y   ونبرھن أنgcd( , ) 1p xy x y   
)gcdنضع   , )p xy x y d    

d :لدینا إذن   
x y    وd

xy    ومنھ فإنd  سیقسم كل مزج خطي بینھما ومنھ( )
d
x x y  وd

xy 

)وبالتالي     )
d
x x y xy    2أي

d
x ).....1. (  

)من جھة أخرى   )
d
y x y  وd

xy   ومنھ( )
d
y x y xy    2وبالتالي

d
y ).......2(  

2یقسم  d) لدینا 2) و(1من (  2gcd( , )p x y  2ولكن 2gcd( , ) 1p x y   لأنgcd( , ) 1p x y   1ومنھd  
  

  

  aوb:عددان طبيعيان غير معدومين بحيث 27 320a b m   حيث ;m PPCM a b  

 القيم الممكنة لكلّ من العددين كل ن تعييaوb: 
)gcdلدینا   , )p a b d  وبوضع.a a d  ,.b b d  حیثgcd( , ) 1p a b   .  
.بالتعویض في العبارة    .ab m d  نجد. . . .a d b d m d    2أي. . .a b d m d    ومنھ. .a b d m    
  

)27في العبارة  mوبالتعویض بقیمة  ) 320a b m     نجد
27 ( ) 320 .d a b a b       

2( )a b   320یقسم .a b   2وبما أن( )a b   و.a b   أولیان فیما بینھما فإنھ حسب غوص 
2( )a b   320یقسم   

ومنھ   2( ) 1,4,16,64a b    وبالتالي ( ) 1,2, 4,8a b    
ومنھ     , (1,3), (1,7), (7,1)a b    
وبالتالي    , (7,1), (1,7)a b  .  
  

   لثانيانتھى تصحیح الموضوع ا         
 2015بالتوفیق في بكالوریا 

 

  

  



     زٍــاض3ُ+ تقني زٍـــاضُ 3: أبٌ بكس الصدٍق بالعطاف                 الشعبــْ /ثا +  54اًل نٌفنبــس / ثـــا

                                                2015: دًزّ مـــــــاِ  امتخان البكالٌزٍـــا التجسٍبي                                                              

  ضاعـــــات4: اختبـــــاز  في مــــادّ السٍاضَـــــات                                                  المــــدّ  

علٓ التـــلنَر أن ٍعـــالج أحد المٌضـــــٌعين علٓ الخَــــــاز  

 المٌضــــــٌع الأًل 

 ( نقط 4): التنسٍن الأًل 

في الفضاء المنطٌب إلى معله متعامد ً متجانظ ; , ,O i j k
 

 نعتبر  النقطتان  8;0;8A ً  10;3;10B لَكن ً  D 

: المطتقَه الرِ  تمجَلى الٌضَطُ  هٌ 

5 3

1 2 ,

2

x t

y t t

z t

  


  
  

 

أعط تمجَلا ًضَطَا  للنطتقَه   .1 AB 

بين أن المطتقَنين   .2 ABً D ٌِلاٍنتنَان إلى نفظ المطت  

 لَكن المطتٌِ   .3 Pِالرِ ٌٍاش  D  ٍشنل ً  AB 

بين أن الشعاع .أ  2; 2;1n 


 شعاع ناظنُ للنطتٌِ  P 

عين معادلْ دٍكازتَْ للنطتٌِ  .ب  P 

بين أن المطافْ بين نقطْ كَفَْ من .ج  D ً   P ثابتْ ، حدد هرا الجابت  

أعط تمجَلا ً ضَطَا للنطتقَه  .د   المعسف بتقاطع P  ٌِالمطت ً Oxy 

عين لدٌعْ النقط  .ي  ; ;M x y z حَح : 
2 22 2 24 0x y z z     

لتكن .ً  S ضطح كسّ التي تمظ  Pْفي النقط 10;1;6Cحَح مسكصها ٍبعد عن  Pْبمطاف 

6d  ٍْقع من جو ً O  عين معادلْ دٍكازتَْ لــ ، S 

عين تمجَل الٌضَطُ للنطتٌِ/    أ .4 OAB ثه اضتنتج معادلْ دٍكازتَْ لى ،  

بين أن المطتٌِ /                   ب OABّضطح الكس ً S ٍّتقاطعان ً فق دائس   ٍّطلب تحدٍد  عناصسها المنَص 

 ( نقط6): التنسٍن الجانُ 

: بحَح  a ً bعين العددٍن  الحقَقين .1 
2

2 2 3a i i   ً 
2

2 2 3b i i   

حل في لدنٌعْ الاعداد المسكبْ / أ .2 المعادلْ ذات المجوٌل المسكب z : 
2 4 16 0z z   

اضتنتج في المجنٌعْ/               ب  ْحلٌل المعادل ، :
4 24 16 0z z   

نعتبر العدد المسكب  .3
k

y  ُالمعسف كناٍل : 
1 3 1 3

4 4 4 4

k k

i i
k

y
   

      
   

  عدد صخَح  k : ، حَح  

  بين أن
1
sin

2 3
k k

i k
y




ثه اضتنتج أن ،
2013 0y  أكتب العدد ً  

2015

20152 y علٓ الشكلi  حَح  عدد

 طبَعُ ٍطلب تحدٍدي 

المطتٌِ المسكب منطٌب إلى معله متعامد ً متجانظ .4 ; ,O u v
 

 :ذات اللاحقتين علٓ الترتَب A ًB ، نعتبر النقطتين 

2 2 3AZ i  ً 2 2 3BZ i   لتكن ًC ْالنقطْ ذات اللاحق :
2015

20155 2CZ y  

: تحقق أن  .أ 

3

2
C A BZ Z Z  

 
 

4/1  

 



 
2 4/  

 

بين أٌ  /  ب
2015

20152B C

A C

Z Z
y

Z Z





معٔيا عياصسِ Bإلى A الرٖ يحْل اليقط٘ f، ثه عين طبٔع٘ التخْٓل اليقطٕ

 المنٔزٗ ، ثه جد العبازٗ المسكب٘ لُ 

لتلً .5
0A٘اليقط٘ ذات اللاحق 

0 3Z i ٕمً أجل كل عدد طبٔع ّ n  :  1n nA f A حٔح  :
nZ ٘لاحق 

nA 

                ىعتبر المتتالٔ٘ nU ٕالمعسف٘ كنآل  :
0 0 1U A A ّ

1n n nU A A  ٕمً أجل كل عدد طبٔعn 

بين أٌ  .أ  nU متتالٔ٘ ٍيدسٔ٘ ٓطلب تحدٓد حدٍا الاّل
0U أساسَا ّq 

استيتج عبازٗ .ب 
nU ٘بدلال n ٘ثه أحشب بدلال ،n المجنْع 

nS حٔح :
0 1 2.....n nS U U U U    

n :بسًٍ بالتراجع  أىُ مً أجل كل عدد طبٔعٕ  .ج  
1

4 4

0 1 2.... 128 32 3 3

n

n

nU U U U



       
 

 

 (ىقط3): التنسًٓ الجالح 

ىعتبر في المجنْع٘
2 ٘المعادل   : .......5 6 3E x y  

أثبت أىُ إذا كاىت الجيأٜ٘ / أ .1 ;x y٘حلا للنعادل  E ٌفإ  :x 3مطاعف للعدد 

استيتج حلا خاصا للنعادل٘/               ب Eثه حل في ، 
2 ٘المعادل  E 

استيتج حلْل الجنل٘/               ج S : 

 

 

1 6

4 5

x

x

  


 

 

حل الجنل٘/              د S ٘ٔبطسٓق٘ أخسٚ لٔشت  استيتاج  

عين كل الجيأٜات .2 ;x y  ٘حلْل المعادل  E التي تحقق :
2 2 56x y  

3.  aّb 1 :عدداٌ طبٔعٔاٌ حٔح 0 00a  0 3ّ  في اليظاو ذّ الأساضb   5 في اليظاو ذّ الأساض 

حتٙ تلٌْ  الجيا ّٜ٘ٔعين  - ;a b ٘حلا للنعادل  E 

 ( ىقط6)التنسًٓ السابع 

I.   ٘ىعتبر الدالfٙالمعسف٘ علIR   بــ :    ln 2x xf x e e  ّ   C تمجٔلَا البٔاىٕ  في المشتْٖ  الميشْب إلى المعله

المتعامد ّ المتجاىص  ; ,O i j
 

 

x ،  أثبت أىُ مً أجل كل عدد حقٔقٕ /  أ .1   2ln 1 2 xf x x e   

أحشب  /                 ب lim
x

f x


ّ بين أٌ المشتقٔه  D ُالرٖ معادلت y x  ٙمشتقٔه مقازب ماٜل للنيخي ٍْ C 

أدزض  الْضعٔ٘ اليشبٔ٘ للنيخيٙ/               ج C المشتقٔه ّ  D 

x، بين أىُ  مً  أجل كل عدد حقٔقٕ / أ .2   2ln 2 xf x x e    

أحشب /               ب lim
x

f x


 ّ بين أٌ المشتقٔه  'Dُالرٖ معادلت ln 2y x    ٙمشتقٔه  مقازب ماٜل للنيخي ٍْ  C 

ادزض الْضعٔ٘ اليشبٔ٘ للنيخيٙ/               ج C المشتقٔه ّ  'D 

   ، ّ طلل  جدّل تػيراتَا fأدزض  اتجاِ  تػير  الدال٘ .3

أزسه  .4 D، 'D ّ C 

لٔلً  .5 m ُالمشتقٔه الرٖ معادلت  
ln 2

1
2

y mx m   حٔحm ّٕسٔط حقٔق  

بين  أٌ  جمٔع  المشتقٔنات /              أ m ٘تظنل  اليقط٘  الجابت
1 1

ln 2; ln 2
2 2

A
 
 
 

 

، عدد ىقاط تقاطع المشتقٔه  mىاقع ، حشب قٔه الْسٔط الحقٔقٕ  /            ب m ٙالميخي ّ C 



 
3 4/  

 

II.  ىطع : 
3

2

I f x x dx    

 Iفشس ٍيدسٔا العدد   .1

مً xبين أىُ مً كل  .2 0; ،  ln 1 X X  

:  استيتج أٌ .3

3

2

2

20 xe dxI   أعط حصسا للعدد ّ  I ُ0,02 سعت 

 المْضـــــْع الجاىٕ

  ( ىقط5):التنسًٓ الأّل 

المشتْٖ المسكب ميشْب إلى المعله المتعامد ّ المتجاىص  ; ,O u v
 

 التي  لْاحقَا علٙ      A ،B،C ، D ّH،  لتلً اليقط 

Az:الترتٔب   a،
1

1B

a
z i

a


 ، Cz ia ،

1
Dz i

a
 ،1H Dz z   حٔح a ً1عدد  حقٔقٕ مْجب تماما ّ يختلف ع 

: تحقق أٌ /   أ  .1 B D D A Cz z z z z   

استيتج أٌ المشتقٔنين/               ب ACّ  BD ٌمتعامدا  

 D  إلى  C  ّ يحْل B إلىA الرٖ يحْل Sعين اللتاب٘ المسكب٘ للتظابُ المباطس / أ .2

  ، ثه عين العياصس المنٔزٗ الأخسٚ لهرا التخْٓل Sللتخْٓل  لاحق٘ المسكز  zحدد /               ب

  متظابَاٌ ، ثه جد علاق٘ بين  مشاحتَٔنا OAC ّ BHDبين أٌ المجلجين/               ج

لتلً  .3 nM ٕ0:   متتالٔ٘  ىقط مً المشتْٖ معسف٘ كنآلM A  ٕمً أجل كل عدد طبٔع ّ n :  1n nM S M  

n:  ّ ىطع nMلاحق٘ اليقط٘  nzحٔح   nz zU    ٕمً أجل كل عدد طبٔعn 

بين أٌ /                أ nU  متتالٔ٘ ٍيدسٔ٘ ٓطلب تعٔين أساسَا ّ حدٍا الأّل  

 بحٔح تلٌْ  aعين قٔه /              ب nU ٘متتالٔ٘ متقازب 

 إلى لدنْع الأطْال  القطع المشتقٔ٘   nTىسمز بـ /              ج       1 1, ................, ,n nA M M M     

 n  بدلال٘  nTأحشب المجنْع  -

لتلً  .4  لدنْع٘  اليقط M ٘مً المشتْٖ ذات اللاحق Z التي تحقق    : 1 ieZ a  حٔح : 

حدد الطبٔع٘  ّ العياصس المنٔزٗ  للنجنْع٘ -  لما يمشح العدد   ٘المجنْع   

 ( ىقط4): التنسًٓ الجاىٕ 

I.   عين قٔه العدد الصخٔحm٘2014: بحٔح  تقبل المعادل 475 m   حلْلا في 
2 

II.  ىعتبر في
2 ٘المعادل  : 1 ..........2014 475 19x y   

عين الحل الخاص  .1 0 0;x y ٘للنعادل  1 0:   الرٖ يحقق 04 1y x  

حل في  .2
2  ٘المعادل  1 

أّلٔاٌ فٔنابٔيَنا باعتباز الجياx ّyٜ٘ٔبين أٌ العددًٓ   .3 ;x y  ًم 
2  ٘حل للنعادل 1 

 :بحٔح nعين قٔه العدد الطبٔعٕ   .4 254n  ٘باقٕ قشن ّ n17 ٍْ 106 علٙ  العدد 

عين كل الجيأٜات  .5 ;x y ًم 
2  ٘حلْل المعادل 1  بحٔح ٓلٌْ العددx y 10مطاعفا للعدد 

 ( ىقط4): التنسًٓ الجالح 

الفطاٛ ميشْب إلى معله  متعامد ّ متجاىص  ; , ,o i j k
  

 ،  ىعتبر اليقط  2;0;1A  ،  1;2; 1B  ّ 2;2;2C  

AB.أحشب الجداٛ الشلنٕ   .1 AC
 

ABCثه إستيتج  القٔن٘ المدّزٗ إلى الْحدٗ بالدزجات للزآّ٘  


 

2لٔشت في استقامٔ٘  ّ أٌ A ،B ّCاستيتج أٌ اليقط  .2 2 2 0x y z    ْٖمعادل٘ الدٓلازتٔ٘ للنشت ABC 

أكتب معادل٘ الدٓلازتٔ٘ للنشتْٖ/ أ .3 P ٘المشتْٖ المحْزٖ للقطع ،  AB 
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بين أٌ لدنْع٘ اليقط /               ب ; ;M x y zمً الفطاٛ التي تحقق :AM CMْٖالمشت ٍٕ  'P                         ُالرٖ معادلت 

4الدٓلازتٔ٘  2 7 0y z   

بين أٌ/               ج P ّ  'Pمتقاطعاٌ ّفق مشتقٔه  ُٓطلب تعٔين تمجٔلا ّسٔطٔا ل  

بين أٌ المشتقٔه/  أ .4 ْٖٓقطع المشت   ABC٘في ىقط  ٓطلب تعٔين إحداثٔاتَا  

 ABC ٍٕ مسكز الداٜسٗ المحٔط٘ بالمجلح استيتج أٌ/               ب

:  مسجح الجنل٘ المجقلG٘ىعتبر اليقط٘ .5      2 2 2; 1 ; ; 2 ; ; 2A B C    حٔح  ّٕسٔط حقٔق   

  في  عيدما تتػيرG ّ استيتج لدنْع٘ اليقطG إحداثٔاتعين بدلال٘ -

  ( ىقط 7):التنسًٓ السابع 

 المعسف٘ علٙ المجالfلتلً الدال٘  0; ٕكنآل  :
   

 

2 21
3 ln 1, 0

2

0 1

f x x x x

f


   


 

 

ّ لٔلً  fC تمجٔلَا البٔاىٕ في مشتْٖ ميشْب إلى معله متعامد ّ متجاىص ; ,O i j
 

 ( 2cmّحدٗ الطْل ) 

I. 1 .  ٘ٓأحشب ىَاf عيد 

  ثه فشس اليتٔج٘ ٍيدسٔا 0 عيدfأدزض قابلٔ٘ إطتقاق الدال٘ .1

 ثه طلل جدّل تػيراتَا fأدزض إتجاِ  تػير الدال٘  .2

0 :بحٔح بين أىُ ْٓجد عدد حقٔقٕ ّحٔد   .3 ّ   0f   ٌ4,6:   ، ثه تحقق أ 4,7  

أكتب معادل٘ للنشتقٔه .4 D ٙالمناض للنيخي  fC ٘1عيد اليقط٘ ذات الفاصل 

II.  gٙدال٘ معسف٘ عل 0; بــ  :   
1

2
2

x f x xg    

أحشب .1 'g xّ  '' xg٘ثه أدزض إتجاِ  تػير الدال 
'g استيتج إطازتَا علٙ المجال ّ   0; 

 ، ثه استيتج ّضعٔ٘ gحدد اتجاِ تػيرات  الدال٘  .2 fC باليشب٘ إلى  D 

أىظٙٛ .3 D ّ  fC 

III. 1 .ٕمً أجل كل عدد طبٔعn غير معدّو  ىطع  :

1

2

1

lnn

n

x xdxI   

  باستعنال الملامل٘ بالتجزٜ٘ n بدلال٘  nIأحشب  -

 المشاح٘ nاستيتج  بدلال٘  .2 A n بـ
2cm ٙللخٔز المشتْٖ المحدد بالميخي fC المناض ّ D المشتقٔنين المعسفين ّ 

بالمعادلتين 
1

n
x ّ 1x     ثه أحشب ،   lim

n

A n


 

 

 

 

 اىتَــــــــــــــــــــــــــٙ 

 مع تماىٔــاتيا باليجاح في طَـــادٗ البلــــالْزٓا 

 أساتــــرٗ المـــــادٗ 

 



 

1 

 

 المْضْع الأّل 

 : التنسًٓ الأّل 

 تمجٔل الْضٔطٕ لـ.1 AB : 

: لدٓيا  2;3;2AB


 غعاع التْجُٔ ّٓػنل اليكط٘ 

 8;0;8A ٌإذ : 

2 8

: 3 ;

2 8

x

AB y IR

z



 



 


 
  

 

تبٔاٌ أٌ .2 AB ّ  Dْٖلآيتنٔاٌ إلى ىفظ المطت  :  

: لدٓيا  2;3;2AB


 غعاع التْجُٔ لـ  AB ّ 
   3;2; 2
D

u 


غعاع التْجُٔ لـ  D ُمي ّ  :
3 2 2

2 3 2


  ُّمي  AB ّ  D 

 غير متْاشٓين أٖ متكاطعاٌ 

 : ليبخح عً ىكط٘ التكاطع 

: نحل الجنل٘ 

 

 

 

5 3 2 8... 1

1 2 3 .... 2

2 2 8.... 3

t

t

t







   

 


  

 بعد التبطٔط بين 

المعادلتين 2ّ  3 نجد : 
13 7

; ;
5 5

t 
  

  
 

 ّ الجيائٔ٘ لا 

تحكل المعادل٘  1 ٌإذ    AB D  ٌإذٌ ىطتيتج أ 

 AB ّ  D ْٖلآيتنٔاٌ إلى ىفظ المطت  

3 . P ٖالمطتْٖ الرٖ ْٓاش Dٓػنل ّ   AB 

تبٔاٌ أٌ الػعاع / أ 2; 2;1n 


ىاظنٕ لـ  P: 

nٓهفٕ أٌ ىبين أٌ 


AB عنْدٖ علٙ 


 ّ علٙ 
 D

u


 

: لدٓيا 

     

       

. 2 2 3 2 1 2 0

. 2 3 2 2 1 2 0
D

n AB

n u

    

    

 

  

 تعٔين المعادل٘ الدٓهازتٔ٘ لـ. ب P :  

 2; 2;1n 


 ىاظنٕ لـ P  ّ    8;0;8A P ٓيتج  :

     2 8 0 2 1 8 0

24

d

d

    

 
:  ّميُ 

  : 2 2 24 0P x y z    

تبٔاٌ أٌ المطاف٘ . ج    ;d P D ثابت٘ مع تحدٓد الجابت : 

لتهً    ; ;M x y z D ِمعيا : 5 3 ;1 2 ; 2M t t t    

 : ّميُ 

       
     

 
22 2

2 5 3 2 1 2 2 24
; ;

2 2 1

t t t
d P D d P M

      
 

  

:ّميُ     
36 36

; 12
39

d P D


   

التنجٔل الْضٔطٕ لـ . د  المعسف بتكاطع  P ّ  Oxy: 

: لدٓيا 

 

 

: 2 2 24 0

: 0

P x y z

Oxy z

   




y: ّ بْضع  k ٓيتج : 

12

0

x y

y k

z

 



 

: أٖ  

12

: ;

0

x k

y k k IR

z

 


  
 

 

تعٔين لدنْع٘ اليكط . ٍـ ; ;M x y zٍٕ  :  

لدٓيا  
2 22 2 24 0x y z z     ٓهافٙء  

2 2 24 0

0

x y z

z

   



 مما ضبل ٓيتج المطتكٔه    

 تعٔين معادل٘ دٓهازتٔ٘ لـ. ّ S: 

ىصف قطس لـ S ٍْ 6C    

ليفسض :  ليعين إحداثٔات   '; ;x y z   حٔح ' 

المطتكٔه العنْدٖ علٙ  P في C ٓيتج   :

 

'

' ' '

'

2 10

: 1 2 ;

6

x k

y k k IR

z k

  


   


 

: ّميُ   ; 6d P   بعد

: التبطٔط نجد   
9

; 6
3

t
d P    ُ2:  ّميt  ّ2أt   

: ّميُ  14; 3;8  ّأ  6;5;4 

 في معادل٘ O ّ اليكط٘  بتعْٓض إحداثٔات نل مً  P 

: نجد 

 

     

     

0;0;0 : 24 0

14; 3;8 : 2 14 2 3 8 24 18 0

6;5;4 : 2 6 2 5 4 24 18 0

O





 

      

     

 اذٌ 

 6;5;4 ٘اليكط ّ O ْٖفي ىفظ جَ٘ مً المطت  P  ٌإذ

معادل٘ لـ S  ٍٕ :     
2 2 2

6 5 4 36x y z      

 تعٔين تمجٔل الْضٔطٕ للنطتْ.أ.4 OAB: 

لدٓيا  8;0;8OA


 ّ  10;3;10OB


 أغع٘ التْجُٔ لـ OAB ّ

:  إذٌ Oٓػنل اليكط٘ 

   

' '

' ' ' 2

' '

8 10

: 3 ; ;

8 10

x t

OAB y t IR

z t



 



  


 


 

 

 اضتيتاج المعادل٘ الدٓهازتٔ٘ لـ OAB :  

' '

'

' '

8 10

3

8 10

x t

y

z t







  





 

: تهافٙء 

' '

'

' '

8 10

3

8 10

x t

y

z t







  





  

x: ّبْضع  z ٖأ

 :  : 0OAB x z  

تبٔاٌ أٌ . ب S ّ  OAB ٗمتكاطعاٌ ّتعٔين عياصس المنٔص 

 : للتكاطع 



 

2 

 

: لدٓيا   
6 4

; 2 6
1 0 1

d OAB 


  
 

:  إذٌ 

   OAB S ٗدائس ٍْ 

 ّٓعامد المطتكٔه الرٖ ٓػنل  OAB ٍْ    : 

6

15 ;

4

x h

y h IR

z h

 


 
  

ىكط٘ تكاطع ّميُ مسنص الدائسٗ ٍْ 

ٍرا المطتكٔه مع  OAB 1:  ّبعد الحطاب ٓيتجh   ّ 

 5;5;5 ىصف قطسٍا ّr حٔح :

  2 2 ; 36 2 34r R d OAB      

 : التنسًٓ الجاىٕ 

 :aّbتعٔين العددًٓ الحكٔكين .1

 

 

2

2

2 2 3

2 2 3

a i i

b i i

  

  
: ّميُ 

2

2

1 2 2 2 3

1 2 2 2 3

a ai i

b bi i

   

   
بالمطابك٘ 

3a: نجد   ّ 3b  

 : المعادل٘ حل في .أ.2
2 4 16 0z z   

: لدٓيا  
2

48 4 3i    ٍٕ 1: ّميُ الحلْل 2 2 3z i  ّ

2 2 2 3z i  

 اضتيتاج حلْل المعادل٘.ب
4 24 16 0z z   

بْضع 
2z L ٍٕ ىطتيتج أٌ الحلْل :

2

1 1 2 2 3z L i   ّ 

2

2 2 2 2 3z L i   ّميُ ٓيتج :

3 ; 3 ; 3 ; 3z i z i z i z i          

 تبٔاٌ أٌ.3
1

sin
2 3

k k

i k
y




: 

1

1 3 1 3

4 4 4 4

1
cos sin cos sin

2 3 3 3 3

1
2 sin sin

2 3 2 3

k k

k

k

k k

y i i

k k k k
i i

k i k
i

   

 


   
         
   

      
         
      

 

 

2013 اضتيتاج أٌ 0y  :  لدٓيا

 2013 2012 2012 2012

2013
sin sin 671 sin 0

2 3 2 2

i i i
y


    

 نتاب٘
2015

20152 yعلٙ الػهل i : 

: لدٓيا 

2015 2015

2015 2014

2015 3 671 2
2 2 sin 2 sin

2 3 3

2
2 sin 671 2 sin 3

3 3

i
y i

i i i




 


 
     


    

 : تحكل أٌ.أ.4
3

2
C A Bz z z  : 

لدٓيا 
2015

20155 2 5 3Cz y i    

ّلدٓيا  2
2 2 3 2 2 3 5 3

3
Cz i i i      

 : تبٔاٌ.ب
2015

20152B C

A C

z z
y

z z


 


: 

: لدٓيا 

2015

2015

2 2 3 5 3 3 3 3

2 2 3 5 3 3 3

3 3
3 3 2

3 3

B C

A C

z z i i i

z z i i i

i
i i y

i

     
 

     

 
   

 

 

 : f تحدٓد طبٔع٘ التخْٓل

3B: لدٓيا  C

A C

z z
i

z z





ٓهافٙء  3B C A Cz z i z z   

3B: ّميُ  C A Cz z z z   ّ arg
2

B C

A C

z z

z z

 
 

 

: ٓهافٙء 

 

3

;
2

CB CA

CB CA





  ٌاذ f ِتػابُ مباغس مسنص C ّ 

 ّ شآّتُ 3ىطبتُ 

2


. 

 ّ ىطبتُ C تػابُ مباغس مسنصِ f:ايجاد العبازٗ المسنب٘  

 ّ شآّتُ 3

2


 ّميُ  3; 1 8 4 3Ci z i       

: ّميُ 
': 3 8 4 3f z i z i   

تبٔاٌ أٌ .أ.5 nU متتالٔ٘ ٍيدضٔ٘ مع تحدٓد أضاضَاq ّ

 :0Uحدٍا الأّل 

: لدٓيا 

 

1 1 2 2 1 1

1 1

3 3

3 3 3

n n n n n n n

n n n n n

U A A z z i z i z

i z z i z z U

      

 

      

    
 

ّميُ  nU 3 ٍيدضٔ٘ أضاضَاq  حدٍا الأّل ّ 

0 1 0 0 03 8 4 3

128 32 3

U z z i z i z     

 

 

  : n بدلالnU٘اضتيتاج عبازٗ.ب

 0 128 32 3 3
n

n

nU U q    

 : n بدلال٘ nSحطاب المجنْع 

 

  

1

0 1 0

1

3 1
....

3 1

128 32 3
3 1

3 1

n

n n

n

S U U U U






    



 
  
 
 

 

 :بسٍاٌ بالتراجع .ج

ىتخكل مً صخ٘  0P 0:  لدٓيا 128 32 3U  1الطسف 



 

3 

 

  
0 1

2 40128 32 3 3 128 32 3



    ّميُ 2الطسف 

 0P ٘لذكك  

لدٓيا 

  

    

1
2 4

0 1 1 1

1 1
2 14 2

.... 128 32 3 3

128 32 3 3 128 32 3 3

n

n

n n n

n

n
n

U U U U U



 





       

    

 

: ّبعد التبطٔط نجد   
2

2 41128 32 3 3

n

n



  

 : التنسًٓ الجالح 

إثبات أىُ إذا ناىت الجيائٔ٘ .أ.1 ;x y٘حلا للنعادل E ٌفإ 

x  3مطاعف لـ : 

إذا ناىت  ;x y ٘حلا للنعادل  E ٌ5:فإ 6 3x y  ُّمي :

 5 6 3 3 2x y y    3 ّميُ حطب غْص 5x ّ 3 ّ 5 

3أّلٔاٌ فٔنابٔيَا إذٌ  x ٖ3 أx k 

اضتيتاج حل خاص .ب 0 0;x y ٘للنعادل  E  

0: لدٓيا  3x k حٔح k ٌإذ  E تهافٙء  : 0 0;x y 

حل للنعادل٘  E ِ0:  معيا 05 6 3x y  ٖإ  05 3 6 3k y  

: أٖ   05 2 1k y  

ايجاد الجيائٔ٘  0;k y ٘باضتعنال الكطنات المتتابع 

5: لخْازشمٔ٘ إقلٔدٓظ لدٓيا  2 2 1   ُّمي 5 2 2 1  ٖأ

   5 1 2 2 1  ٌإذ    0; 1;2k y ُّمي   0 0; 3;2x y  

حل في 
2 ٘المعادل E: 

: لدٓيا 

   

5 6 3

5 3 6 2 3

x y 


 
ّميُ    5 6 5 3 6 2x y   ٖأ  :

   5 3 6 2x y   أّلٔاٌ 5 ّ 6ّميُ حطب غْص لدٓيا 

فٔنابٔيَا ّ  6 5 3x ٖأ  6 3x ُ6 ّمي 3x k  

6بالتعْٓض   3x k  5 في المعادل٘ نجد 2y k  ُّمي 

: الحلْل ٍٕ الجيائٔات  6 3;5 2 ;k k k   

اضتيتاج حلْل الجنل٘ .ج S: 

 S  تهافٙء :

6 1

5 4

x

x





 


 
6 :ّميُ  1 5 4    ٖأ  :

5 6 3    نجد . ب.1ّحطب الطؤال :

   ; 6 3;5 2 ;k k k      ٘بتعْٓض قٔن  ّ  في 

x30:  نجد 11;x k k   

حل الجنل٘ . د S ٘ٔبطسم غير اضتيتاج : 

 S   تهافٙء

 

 

5 5 30

6 24 30

x

x

  


 

: إذٌ  6 5 19 30x x   ٖأ: 

 19 30x   ُّمي 11 30x   ٌ30: اذ 11;x k k   

تعٔين الجيائٔات .2 ;x y ٘حلْل المعادل  Eحٔح  :  

 ;x y ٘حلْل المعادل  E ّ 
2 2 56x y   فإن :

   
2 2

6 3 5 2 56k k    تهافٙء 
211 16 51 0k k   

دزاض٘ أغازٗ 
211 16 51k k  نجد  :

211 16 51 0k k   لما 

17
3;

11
k

 
  
 

:  ّميُ  3; 2; 1;0;1k     ّميُ الجيائٔات 

 ;x y ٍٕ  :         15; 13 ; 9; 8 ; 3; 3 ; 3;2 ; 9;7      

 حتٙ ٓهٌْ  ّتعين .4 ;a b٘حلا للنعادل  E : 

: لدٓيا 
3

1 0 00a   ٌ0: فإ 3  ّ 
5

0b   ٌفإ  : 

0 5  ّلدٓيا نرلو  :

2 4 53 3 3 90 243a          ّ 

0 2 35 5 5 126 25b             

 ;a b ٘حلا للنعادل  E  5ٓهافٙء 6 3a b   ُّمي: 

   5 90 243 6 126 25 3       بعد التبطٔط نجد

51 25 202   ٌ0:  ّ بما أ 3  ٌفإ  : 0;1;2  

: ٓيتج 
202 151 100

; ; 4
25 25 25


 

  
 

2 إذٌ    ّ 4  

 :التنسًٓ السابع    ln 2x xf x e e  

IR: مً x إثبات أىُ مً أجل نل.أ.1   2ln 1 2 xf x x e   

: لدٓيا 

   

   

2

2 2

1 2
ln 2 ln

ln 1 2 ln ln 1 2

x
x x

x

x x x

e
f x e e

e

e e x e






  

 
    

 

     

 

: عيد fحطاب ىَآ٘ .ب

   

 

2

2

lim lim ln 1 2

lim lim ln 1 2

x

x x

x

x x

f x x e

x e



 



 

  

    
:لإٌ 

2lim 0x

x
e


 ُّمي :

2lim 1 1x

x
e


  ُّمي  2lim ln 1 2 0x

x
e


  

تبٔاٌ أٌ  D ٘ذّ المعادلy x مطتكٔه مكازب ظْاز    :

    2lim lim ln 1 2 0x

x x
f x x e

 
    ٌإذ D و و لـ  C 

 عيد 

دزاض٘ الْضعٔ٘ اليطبٔ٘ لـ.ج C٘باليطب   D  : 

 ىدزع إغازٗ الفسم   2ln 1 2 xf x x e   

: لدٓيا 
22 0xe  مً أجل نل x ًم IR ُّمي  :

22 1 1xe   

 ّميُ IR مً xمً أجل نل  2ln 2 1 0xe   مً اجل نل 

x ًم IR ُمي ّ   0f x x  ٌاذ  C ٓكع فْم  D مً اجل 

 IR مً xنل 

IR: مً x إثبات أىُ مً أجل نل. أ.2   2ln 2 xf x x e    
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: لدٓيا 

   

   

2

2 2

2 2
ln 2 ln ln

ln 2 ln ln 2

x
x x x

x x

x x x

e
f x e e e

e e

e e x e





  
       

   

      

 

: عيد fىَآ٘ حساب . ب

   2lim lim ln 2 x

x x
f x x e

 
     ٌلأ  :

2lim 0; limx

x x
e x

 
    

  تبٔاٌ أٌ  'D ٘ذّ المعادلln 2y x   مطتكٔه مكازب  و  

:  ظْاز 

       

 

2

2

lim ln 2 lim ln 2 ln 2

lim ln 2 ln 2 0

x

x x

x

x

f x x x e x

e

 



        

   

إذٌ  'D و و لـ  C عيد  

دزاض٘ الْضعٔ٘ اليطبٔ٘ لـ.ج C ٘باليطب  'D  :

ىدزع إغازٗ الفسم     21
ln 2 ln 1

2

xf x x e
 

     
 

 

: لدٓيا 
21

0
2

xe  مً أجل نل x ًم IR ُّمي : 
21

1 1
2

xe  

 ّميُ IR مً xمً أجل نل 
21

ln 1 0
2

xe
 

  
 

 مً اجل نل 

x ًم IR ُمي ّ    ln 2 0f x x    ٌاذ  C ٓكع فْم 

 'D مً اجل نل x ًم IR 

:  حٔح IR م إ علٙ f : fدزاض٘ إتجاِ تػير .3

 
 

2
' 2 2

2 2

x x x

x x x x x

e e e
f x

e e e e e



 

 
 

 
 

إغازٗ  'f x :  ٗتتعلل باغاز
2 2xe  ٌلا  2 0x x xe e e  

2 2 0xe   ِمعيا  :
2 2xe  ِ2معيا ln 2x  ٖأ 

ln 2

2
x  

 

 متياقص٘ fالدال٘ 

تماما علٙ

ln 2
;

2

 
 
 

 

ّمتصآدٗ تماما علٙ 
ln 2

;
2

 
 

 
 

 :  fجدّل تػيرات 

 

 

 

 

  :السضه . 4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تبٔاٌ أٌ جمٔع المطتكٔنات .أ.5 m٘تمس مً ىكط٘ ثابت  

: لدٓيا  : mمً أجل نل عدد حكٔكٕ 
ln 2

1
2

y mx m  

تهافٙء 
ln 2 ln 2

0
2 2

y mx m    ُّمي  :

ln 2 ln 2
0

2 2
y m x

 
    

 
:  ٓهافٙء 

ln 2
0

2

ln 2
0

2

y

x

 

 

:  أٖ 

ln 2 ln 2
;

2 2
x y  

 :  المياقػ٘ البٔاىٔ٘. ب

1mإذا ناٌ   ٌفإ m ٍْ  D 

1mإذا ناٌ    ٌفإ m ٍْ  'D  

 D ّ  'D ٘ٓتكاطعاٌ في ىكط٘ الجابت A 

إذا ناٌ  1;1m  ٌفإ  m ٙلآكطع الميخي  C  

إذا ناٌ    ; 1 1;m    ٌفإ m ٙٓكطع الميخي 

 C  ٗفي ىكط٘ ّحٔد 

II. 1 . تفطير الهيدضٕ للعدI :I ْٖمطاح٘ الحٔص  المطت ٍْ 

المحدد بـ  C المطتكٔنات ذات المعادلات ّ  :y xّ2x ّ 

3x  

 مً xتبٔاٌ مً أجل نل .2 0; : ln 1 X X  

: ىطع    ln 1h x X X   ٘ىدزع تػيرات الدال h 

إ علٙ . مhلدٓيا  0; حٔح  :

 ' 1
1 0

1 1

X
h x

X X


   

 
 متياقص٘ تماما علٙ h ّميُ 

 0;  

لدٓيا  0 0h  ّ h ٙمتياقص٘ تماما عل  0; ٌاذٌ فإ 

 ضالب٘علٙ المجال hإغازٗالدل٘   0; ِمعيا 

 ln 1 0X X   ٖأ  ln 1 X X   

 اضتيتاج أٌ.3

3

2

2

0 2 xI e dx    :

 :لدٓيا     
3 3

2

2 2

ln 1 2 xI f x x dx e dx     ٌبما أ ّ  :

22 0xe  مً أجل نلx ًمIR   2;3 
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: حطب الطؤال الطابل : فإٌ  2 2ln 1 2 2x xe e   ُّمي  :

 
3 3

2 2

2 2

ln 1 2 2x xe dx e dx    ٖأ

3

2

2

2 xI e dx  

ّىعله أٌ  2ln 1 2 0xe  ٌ2 ّ بما أ 3  ٌفإ 

 
3

2

2

ln 1 2 0xe dx  ٖ0 أI  ُّمي  :

3

2

2

0 2 xI e dx   

  

 



1 

 

 الم٘ض٘ع اهجاُٛ 

 : اهتٌسّٙ الاٗي 

: تحقق أْ / أ-1 B D D A Cz z z z z   

: هدِٙا

1 1
1

1 1
1 1

B D

a
z z i i

a a

a
i i

a


   

 
   

 

: ٗ هدِٙا ًّ جٔٞ أخس٠    
1

1D A Cz z z i a ai i
a

     

 ًِٕٗ : B D D A Cz z z z z   

اضتِتاج أْ المطتقٌٚين / ب ACٗ BD ًْتعاًدا  : 

: هدِٙا - أ-ًّ اهطؤاي  
1B D

D

A C

z z
z i

z z a


 


 ًِٕ ٗ  :

1
arg arg 2

2

B D

A C

z z
i k

z z a




   
     

   
 لاْ 

1
0

a
 ٛٗباهتاه  :

   ; 2
2

CA DB



 

:  إذْ  AC ٗ  BD ًْتعاًدا 

 Sتعٚين اهلتابٞ المسكبٞ هوتػابٕ المباغس / أ- 2

:  ًّ اهػلى Sاهلتابٞ المسكبٞ هوتػابٕ 
'z z   

هدِٙا  S A B ًٖعِا : 1 .... B Az z   

 S C D ًٖعِا  : 2 .... D Cz z   (1)   ًِٕٗ بطسح  ًّ

: نجد  (2) B D A Cz z z z   ًِٕٗ :
B D

D

A C

z z
z

z z



 


 

 ًِٕٗ :
1

i
a

  

D: هدِٙا  Cz z   ًِٕٗ  :D Cz z   ٜا: 

 
1 1

i i ai
a a

    ًِٕٗ :
1

1 i
a

   

:  ٓٛ Sاهلتابٞ المسكبٞ هوتػابٕ 
' 1 1

1z iz i
a a

   

 :S هوتػابٕ لاحقٞ المسكصzتحدٙد / ب

: ُعوٍ أْ 

1
z




 


 ًِٕٗ :

1
1

1
1

1

i
az

i
a





 



 ًِٕٗ1z  

 :Sتحدٙد اهعِاصسٝ المٌٚصٝ هوتػابٕ  -

S ٖتػابٕ ًباغس ًسكص  ٞ1 ذات اهلاحقz  ُٕطبت ٗ
1

a
 

ٗشاٗٙتٕ 

2


: لاحظ أْ ) 

1
0

a
) 

 : ًتػابٔاْ OACٗ BHDتبٚاْ أْ المجوجين/ ج

هدِٙا  S A B ٗ  S C D  

 S باهتػابٕ Oهِخدد لاحقٞ اهِقطٞ

 ' 1 1 1
0 1 1 Hz i i i z

a a a
     ْلأ 

1
1 1H Dz z i

a
    

ٗٓلرا   S O H  

 ًِٕٗ  BHD ٓ٘ المجوح  S باهتػابٕ OACإذْ ص٘زٝ المجوح 

  ًتػابٔاْ OAC ٗ BHDالمجوجاْ 

 : ايجاد علاقٞ بين ًطاحتي المجوجين  -

   
2

1
A BHD A OAC

a

 
  
 

 ًِٕٗ 
 

2

A OAC
A BHD

a
 

تبٚاْ أْ /أ-  3 nU ًٞٚتتاهٚٞ ِٓدض: 

1: هدِٙا  1 1n n n nU z z M       

: بما أْ  1n nM S M  ْفإ  :
1

1
n nM M

a
   ًِٕٗ  :

1

1 1 1
n n n nU M z z U

a a a
      أجى كى ًّ ًِٕٗ 

 : nعدد طبٚعٛ 
1

1
n nU U

a
  ًِٕٗ  nU ًٞٚتتاهٚٞ ِٓدض 

أضاضٔا 
1

q
a

 حدٓا الأٗي ٗ 

0 0 1AU z z z z a       ٜ0: أ 1U a  

 بحٚح  تلْ٘ aتعٚين قٍٚ / ب nU ًٞتقازب : 

 nU 1:  ًتقازبٞ ٙعني 1q   ٜأ  :
1

1 1
a

   ْبما أ ٗ 

1
0

a
 ِٙتج  :

1
0 1

a
  ٜ1 أa  ْ1 ٗ بما أa  ْ1: فإa   

: أٜ  1;a  

 : n بدلاهٞ nTحطاب المجٌ٘ع / ج

1 0......n n nT M M M     ( ُْلاحظ أ: 

n n nU z z U   )  ًِٕٗ :1 0.......n n nT U U U   ًِٕٗ  

2

0

1

1

n

n

q
T U

q

 
  

 
 ًِٕٗ  :

2
1

1

1
1

1

n

n

a
T a

a

  
  
   

  
   
  

 ًِٕٗ   : 

2
1 1

1
1

n

n

a
T a

a a

   
        

 

هدِٙا - 4 1 iZ a e   ٗIR : 

تحدٙد طبٚعٞ مجٌ٘عٞ اهِقط  -  : 

 1 iZ a e   ٙلاف١ٟ  :

iZ a ae  ٙلاف١ٟ
iZ a ae   ْبما أ ٗ IR  

Zٙلْ٘ هدِٙا  a a a   ْ0 لاa  ٜأ   ٝدا٢س ٛٓ 

r ٗ ُصف قطسٓا a ذات اهلاحقٞ Aًسكصٓا a 

 :اهتٌسّٙ اهجاُٛ 

I.ٍٚتعٚين قm ٞبحٚح تقبى المعاده 

2014 475 m   حو٘لا في
2: 

2014 475 m    2014 تلاف١ٟ 475 m   
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: هدِٙا  2014;475 19PGCD  ٗٓلرا 

2014 475 m   تقبى حو٘لا في 
2  ٙلاف١ٟ

 19 106 25 m   ًِٕٗ 19 m ٜ19أm h ًعh IR 

II.  ٞهدِٙا المعاده 1 ....2014 475 19x y  : 

تعٚين الحى-1 0 0;x yٞهوٌعاده  1 ٜاهر 

0يحقق 04 1y x :  

المعادهٞ  1 تلاف١ٟ  19 106 25 19x   ٗتلاف١ٟ 

 * ...106 25 1x y   0 ٗ هدِٙا 04 1y x  باهتع٘ٙض في

المعادهٞ  * نجد :  0 0106 25 4 1 1x x    بعد الحى

0: نجد  4x  ْ0 إذ 17y  ٜأ    0 0; 4;17x y  

حى في -2
2 ٞالمعاده  1 : 

المعادهٞ  1 ٞالمعاده ٗ  * ًٞتلاف٣تاْ لهٌا ُفظ مج٘ع 

الحو٘ي  إذْ نحى المعادهٞ  * ...106 25 1x y   

بما أْ اهجِا٢ٚٞ  4;17 ٞحى هوٌعاده * ْفإ  :

     ...106 4 25 17 1E    

 ًّ * ٗ E نجد  :   106 25 106 4 25 17x y   ٜأ: 

   106 4 25 17x y   

: هدِٙا  25 106 4x ٗ 25 ٗ 106 أٗهٚاْ فٌٚابٌِٚٔا 

حطب غ٘ص   25 4x ْ25:  إذ 4x k  

106:  نجد xبتع٘ٙض  17y k  إذْ  مجٌ٘عٞ حو٘ي

المعادهٞ  1  ٞاهجِا٢ٚات اهصخٚخ ٛٓ  25 4;106 17k k  

 kًع 

 أٗهٚاْ فٌٚابٌِٚٔا حٚح x ٗyتبٚاْ أْ -3 ;x y حى 

هوٌعادهٞ  1: 

 أٜ x ٗ y قاضٍ ًػترن هـ dهدِٙا 
d x

d y
 ًِٕٗ 

106

25

d x

d y
إذْ 

: 106 25d x y ٜ1 أd  ٗ d 1 ِٙتجd  ٜ1أd  

: إذْ  ; 1PGCD x y  ًِٕٗ x ٗ y أٗهٚاْ فٌٚابٌِٚٔا  

: بحٚح nتعين قٍٚ اهعدد اهطبٚعٛ- 4 4 25n   ٛٗباق

 :17 ٓ٘ 106 عوٟ nقطٌٞ 

: أٜ نحى الجٌوٞ 

 

 

4 25

17 106

n

n

 




: إذْ 

25 4

106 17

n

n





 

 
 ًِٕٗ

:106 17 25 4    ًِٕٗ 106 25 13    

هدِٙا اهجِا٢ٚٞ  4;17 ٞحى خاص هوٌعاده 

106 25 1    ٞٚاهجِا٢ ًِٕٗ  4 13;17 13  حى

106خاص هوٌعادهٞ  25 13    ٞبعد ذهم نحى المعاده  

106 25 13    2- باتباع ُفظ اهطسٙقٞ في اهطؤاي -

: نجد 

25 52
;

106 221

p
p

p





 


 
 ّهل

106 17n   باهتع٘ٙض نجد

 106 25 52 17n p   ًِٕٗ :

2650 5529;n p p   

تعٚين اهجِا٢ٚات -5 ;x y ًّ
2 ٞحو٘ي المعاده  1 حٚح  :

x y 10 ًطاعف هـ: 

25هدِٙا      4 106 17 131 21x y k k k                     

x ٗ هدِٙا  y ًعِاٖ 10 ًطاعف هـ  0 10x y  ٜأ  :

 131 21 0 10k   ٜأ : 1 0 10k   ٜأ  1 10k   ٜأ

 9 10k  ًِٕٗ 10 9k t  ًِٕٗ :

    ; 250 229;1060 971 ;x y t t t    

 : اهتٌسّٙ اهجاهح 

AB.: حطاب الجدا١ اهطوٌٛ .1 AC
 

 : 

: هدِٙا  3;2; 2AB 


 ٗ  0;2;1AC


 ًِٕٗ  :. 2AB AC 
 

 

BAC: اضتِتاج اهقٌٚٞ المدٗزٝ إلى اه٘حدٝ باهدزجات هوصاٗٙٞ 


: 

هدِٙا 
 . ;

. 2

AB AC AB AC COS AB AC

AB AC

  



     

  ًِٕٗ: 

 
2 2

; 0,21
17 5

COS AB AC
AB AC

  


 
  ًِٕٗ 

077BAC


 

  : هٚطت في اضتقاًٚٞ A،B ٗCاضتِتاج أْ  اهِقط .2

:بما أْ   0; 77AB AC 
 

  هٚطت في اضتقاA،B ٗCًٞٚفإْ 

اضتِتاج أْ ًعادهٞ المطتٜ٘  ABC ٛٓ2 2 2 0x y z    

: هدِٙا 

     

     

     

2;0;1 : 2 2 0 2 1 2 2 2 0

1;2; 1 : 2 1 2 2 1 2 4 4 0

2;2;2 : 2 2 2 2 2 2 6 6 0

A

B

C

        

       

        

 

ًِٕٗ ًعادهٞ المطتٜ٘  ABC ٛٓ 2 2 2 0x y z    

كتابٞ ًعادهٞ اهدٙلازتٚٞ هوٌطتٜ٘. أ.3 P ٜ٘المطت 

المح٘زٜ هـ AB: 

 Pالمطتٜ٘ المح٘زٜ هـ AB ًٖعِا  :AM BM ٙلاف١ٟ :

         
2 2 2 2 222 1 1 2 1x y z x y z          

6: ًِٕٗ بعد اهتبطٚط نجد  4 4 1 0x y z    

تبٚاْ أْ مجٌ٘عٞ اهِقط . ب ; ;M x y z اهفطا١ اهتي ًّ 

AMتحقق  CM ٜ٘المطت ٛٓ  'P ًٕعادهت 

4 2 7 0y z   : 

AM CM ًٖعِا  :

         
2 2 2 2 222 1 2 2 2x y z x y z         

4: ٗ بعد اهتبطٚط نجد  2 7 0y z   (ٗ.ٓـ.َ) 

تبٚاْ أْ . ج P ٗ  'P  ْهدِٙا : ًتقاطعا  :
   6;4; 4
P

n 


 

 ٗ
 

 ' 0;4;2
P

n


 ًِٕ ٗ 
0 4 2

6 4 4
 


إذْ  P ٗ  'P 



3 

 

 ًتقاطعاْ ٗفق ًطتقٍٚ

تعٚين اهتٌجٚى اه٘ضٚطٛ هـ   ًطتقٍٚ تقاطع Pٗ 'P 

: هدِٙا 
6 4 4 1 0

4 2 7 0

x y z

y z

   


  
 ًِٕٗ  :

6 2 7 4 1 0

4 2 7

x z z

y z

    


  
 ًِٕٗ  :

6 6 6

4 2 7

x z

y z

  


  
 ًِٕ ٗ 

1

1 7

2 4

x z

y z

 



  


 ًِٕٗ  :

1

1 7

2 4

x z

y z

z z

 



  




:  إذْ 

 
1

1; ;1
2

u 
 

 
 


:  إذْ  

1

1 7
: ;

2 4

x t

y t t IR

z t

 



    




 

تبٚاْ أْ / أ.4  ٜ٘ٙقطع المطت  ABC في ُقطٞ ٙطوب 

 : تعٚين إحداثٚاتٔا

: هدِٙا 

 

   

1
1; ;1

2

2; 1;2
ABC

u

n


 

 
 






 ًِٕٗ  :

1
1 12

2 1 2



 


 إذْ 

   
/ /

ABC
u n

 
 إذْ    ٗ  ABC ًتعاًداْ ٗٙتقاطعاْ في 

  ُقطٞ ٓٛ  

: هدِٙا  
1 7

2 1 2 2 0
2 4

t t t
 

       
 

 ًِٕٗ : 
7

18
t  

 ًِٕٗ :
11 14 7

; ;
18 9 18


 
 
 

 

 :ABC ٓٛ ًسكص اهدا٢سٝ المحٚطٞ بالمجوح اضتِتاج أْ / ب

ٙلفٛ ABC ًسكص اهدا٢سٝ المحٚطٞ بالمجوح هتبٚاْ أْ  

A: أْ ُبين   B C     

ٗهدِٙا 
3 170

18
A B C     

 ًسجح الجٌوٞ G اهِقطٞ .5

     2 2 2; 1 ; ; 2 ; 2A B C     حٚح :  ٛعدد حقٚق 

 : Gتعين احداثٚات اهِقطٞ - 

23 4Gx


  ، 
24 2Gy


  ٗ 

23 4Gz 
   

: IR في  عِدًا تتػير Gاضتِتاج مجٌ٘عٞ اهِقط -

: هدِٙا 

2

2 2

2

3 4

4 2 ;

3 4

G

G

G

x

y IR

z









 



  


  


  

: ب٘ضع 
2  نجد  :

3 4

4 2 ;

3 4

G

G

G

x

y IR

z









 



  


  


  

 ًطتقٍٚ   G ًِٕٗ تمجى  اهِقط 

 
 :اهتٌسّٙ اهسابع 

I. هدِٙا   2 21
3 ln 1, 0

2
f x x x x    ٗ  0 1f  

  عِد  fحطاب  ُٔاٙٞ .1

   2 21
lim lim 3 ln 1

2x x
f x x x

 
     

 :0 عِد fدزاضٞ قابوٚٞ إغتقاق -2

 لأُا هٚطت 0 غير قابوٞ هلاغتقاق عِد fًّ اه٘اضح أْ 

 0ًعسفٞ عوٟ ٙطاز 

  : 0 عوٟ يمين fهِدزع قابوٚٞ إغتقاق 

     2 2

0 0

1
3 ln 1 10 2lim lim

0x x

x xf x f

x x 
 

  



 

   2

0 0

0

1 1
lim 3 ln lim 3 2ln

2 2

3
lim ln 0

2

x x

x

x x x x

x x x

 



 



  

  

    fًِٕٗ اهداهٞ 

 ٗ المِخِٟ 0قابوٞ هلاغتقاق عوٟ يمين  fC ٙقبى ُصف 

مماع ً٘اشٜ لمح٘ز اهف٘اصى عِد اهِقطٞ  0;1  

  : fدزاضٞ إتجاٖ تػير اهداهٞ -3

 :حطاب المػتق 

 قابوٞ هلإغتقاق عوٟ المجاي fاهداهٞ  0; حٚح :

     ' 21 2
3 2ln 3 2ln

2
f x x x x x x x

x

 
      

 
 

  ًِٕٗ :   ' 2 1 lnf x x x  

إغازٝ  'f x  ٝإغاز ٛٓ  1 ln x ْ2 لأ 0x  

 ' 0f x  ٙلاف١ٟ  1 ln 0x   ٙلاف١ٟln 1x  ٜأ 

x e ٜأ  0;x e ْإذ  : 

 0;x e ٙلاف١ٟ  ' 0f x  ٞاهداه ًِٕ ٗ f  ًٝتصاٙد 

تماًا  ُٗطتِتج  ;x e  ٙلاف١ٟ ' 0f x  ٞاهداه ًِٕٗ

f ًتِاقصٞ  تماًا  

 : fجدٗي تػيرات اهداهٞ 

 

 

  21
1

2
f e e  

 

0: حٚح  تبٚاْ إُ ٙ٘جد عدد حقٚقٛ ٗحٚد   ٗ 

  0f  : ٞجدٗي اهتػيرات نجد  اهداه ًّ f ًتِاقصٞ تماًا 

عوٟ  ;e  ًطتٌسٝ عوٟ ٓرا المجاي  ٗ هدِٙا ٗ : 

  21
1

2
f e e  ٗ   lim

x
f x


  ٍٚاذْ حطب ًبرِٓٞ اهق

المت٘ضطٞ فإْ المعادهٞ   0f x  تقبلا  ٗحٚدا في المجاي 



4 

 

 ;e  ( ُلاحظ عوٟ المجاي 0;e ْأ   1f x )  ٗٓلرا

0 حٚح ٙ٘جد عدد حقٚقٛ  ٗحٚد   ٗ  0f   

4,6اهتخقق أْ  4,7 : 

: هدِٙا  4,6f  ٗ  4,7f  ٜأ  :   4,7 4,6 0f f  

كتابٞ ًعادهٞ هوٌٌاع-5 D ِٟهوٌِخ  fC ٞعِد اهِقط

 : 1ذات اهفاصوٞ 

      ': 1 1 1D y f x f    ًِٕ ٗ :  
1

: 2
2

D y x  

II. هدِٙا :   
1

2
2

g x f x x   :  

حطاب . 1 'g x ٗ  ''g x : 

 قابوٞ هلإغتقاق عوٟ المجاي gاهداهٞ  0; حٚح :

   ' ' 2g x f x  ٜأ    ' 2 1 ln 2g x x x    

اهداهٞ 
'g قابوٞ هلإغتقاق عوٟ المجاي  0; حٚح : 

   '' 1
2 1 ln 2g x x x

x

 
    

 
أٜ  '' 2lng x x  

دزاضٞ إتجاٖ تػير  -
'g : 

 '' 0g x  2ٙلاف١ٟln 0x  ٙلاف١ٟ

ln 0x  0ٙلاف١ٟ 1x  ٞإذْ اهداه 
'g ًتصاٙدٝ تماًا

عوٟ  0;1 

 '' 0g x  2ٙلاف١ٟln 0x  ٙلاف١ٟ

ln 0x  1ٙلاف١ٟx  ٞإذْ اهداه 
'g ًٟتِاقصٞ تماًا عو

 1; 

جدٗي تػيرات  -
'g: 

 

 

 

 

 

إغازٝ اهداهٞ  -
'g  عوٟ المجاي 0;: 

ًّ جدٗي اهتػيرات اهداهٞ 
'g ٛنجد ًّ أجى كى عدد حقٚق 

x : ' 0g x  

 :gتحدٙد إتجاٖ تػير اهداهٞ -2

-  1-هدِٙا ًّ اهطؤاي  ' 0g x  ٞاهداه ًِٕ ٗ g ًتِاقصٞ تماًا

عوٟ المجاي  0;   

 :gجدٗي تػيرات اهداهٞ -

 

 1 0g  

 

ًّ جدٗي تػيرات  اهداهٞ 

g نجد   :  0g x  أجى ًّ  0;1x  

     
  0g x  أجى ًّ  1;x  

اضتِتاج ٗضعٚٞ  fC باهِطبٞ إلى  D :   ٞٙع٘د إلى دزاض

إغازٝ اهفسق  
1

2
2

f x x ٝأٜ إغاز  g x  

 

 

 

 

 

إُػا١ -3 fC ٗ  D  :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III .1. حطاب nIٞبدلاه n ٞباضتعٌاي الملاًوٞ باهتجص٢ : 

: هدِٙا 

1

2

1

lnn

n

I x xdx    ، ُطع: 

 

 

' 2

ln

u x x

v x x




  ًِٕٗ: 

 

 

3

'

3

1

x
u x

v x
x





:اذْ  

11 13 3
2

11 1

1
ln ln

3 3
n

nn n

x x
I x xdx x dx

x

 
    

 
  

ًِٕٗ :

1 13
3

11

1
ln

3 9
n

nn

x
I x x

   
    

  
أٜ

3 3

1 1 1 1 1 1
ln

3 9 9
nI

n n n

   
        

   
  : بعد اهتبطٚط نجد 

 3

1 1 1
ln

3 3 9
nI n

n

 
   

 
 

 المطاحٞ nاضتِتاج بدلاهٞ -2 A n: 

بما أْ 
1

0 1x
n

   ٜ0 أ 1x  ْفإ 
1

2 0
2

f x x   

أٜ ًّ أجى - II–ًّ الجص١ - 2-حطب اهطؤاي 
1

1x
n
  ْفإ  :

 
1

2 0
2

f x x   ٛباهتاه ٗ



5 

 

   
1

1

1
2

2
n

A n f x x dx
  

    
  

 هدِٙا ٗ: 

   2

2 2 2 2

1 1 1
2 3 ln 1 2

2 2 2

3 1 3 1
ln 2 2 ln

2 2 2 2

f x x x x x

x x x x x x x x

 
       
 

       

 ًِٕٗ :  

 
1

2 2

1

1 1

2 2

1 1

3 1
2 ln

2 2

3 1
2 ln

2 2

n

n n

A n x x x x dx

x x dx x xdx

 
    

 

 
    

 



 

  ًِٕٗ 

 
1

3
2

12 2
n

n

x x
A n x I

 
    
 

:  بعد اهتبطٚط نجد 

 

 

3 2

3 2 3

1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1
ln

2 2 3 3 9

nA n I
n n n

n
n n n n

    

 
       

 

 ٗبعد اهتبطٚط 

: نجد

 
  2

3 2 3

ln11 1 1 1 1
4

18 2 3 9

n
A n cm

n n n n

  
         

  

  

حطاب  lim
n

A n


 : 

: هدِٙا 
 
3

ln
lim 0
n

n

n
 نجد ًِٕٗ  

1 4
lim 4

9 9n
A n


   

تطسب قٌٚٞ المطاحٞ بمسبع ٗحدٝ اهط٘ي أٜ  : ًلاحظٞ ٓاًٞ

2باهعدد  2 4  

 



الجمھوریة الجزائریة الدیمقراطیة الشعبیة 
وزارة التربیة الوطنیة

2013ماي : دورة اختبار الباكالوریا التجریبي                              
ثانویة بلحاج قاسم نور الدینتقني ریاضي                                    + ریاضیات : الشعبة 

ساعات ونصف 04:المدة اختبار في مادة الریاضیات                

على المترشح أن یختار احد الموضوعین التالیین
الأولالموضوع 

)نقاط04:(الأولالتمرین 
في الفضاء المزود بمعلم متعامد متجانس  , , ,o i j k

  
A(1تعطى النقط    , 2 , 2),,  B(-1 , 0 , 1) C(3 , 2 , 1)

x: معادلتھ A،  B،C  الذي یشمل النقط (Q)المستوي أنبین . 1 - 2y + 2z – 1 = 0
2.(P) مستو معادلتھz = 1.

).P(محتوى في المستوي (BC)المستقیمأنتحقق )ا
(Q)و(P)استنتج تقاطع المستویین)ب
.)BC(عین تمثیلاً وسیطیا للمستقیم )جـ
.(P)على Aھي المسقط العمودي للنقطة H(1,2,1)اثبت أن النقطة  . 3

.متقاطعان ؟ برر إجابتك )  AH(و  )  BC(ھل المستقیمان  
4.G مرجح الجملة المثقلة      , 1 , , 1 , , 1A B C .

.Gعین إحداثیات النقطة )أ
3من الفضاء حیث Mمجموعة النقط (E)عین )ب MA MB MC MA MB MC    

     

)نقاط05:(التمرین الثاني
معلم متعامد متجانس إلىفي المستوي المركب المنسوب  , ,o u v

 
:حیث Bو  A نعتبر النقطتین 

3 , 3B Az i z i   

B,اكتب العددین  .1 Az zسي ، ثم أنشئ النقطتین على الشكل الأA  وB.

2 .r دوران مركزهO، وزاویتھ
3
.

.rبالدورانAصورة ’Aلاحقة النقطة  Az'عین -

.’Aعلى الشكل الجبري ، ثم أنشئ  النقطةAz'اكتب -

3  .h تحاك مركزهO 3، ونسبتھ
2
.

.’Bثم أنشئ النقطة،hبالتحاكيBصورة ’Bلاحقة النقطة Bz'اكتب على الشكل المثلثي -

4 .كز الدائرة المحیطة بالمثلث مرOA’B’ ، وRو نصف قطرھاz لاحقة النقطة.

:باستعمال الخاصة ) ا
2

zz z تحقق من صحة العبارات التالیة:

   3 3 3 3 3 32 2 ² , ²
2 2 2 2

z i z i R z z z i z i R     

  
            

  

2z:استنتج أن ) ب z i  4و 3
3

z z 


 

.Rوقیمة لاحقة النقطة zاستنتج) جـ
4من 1صفحة 



)اطنق04(:التمرین الثالث 
نعتبر المتتالیة  nu جل كل عدد طبیعي من ا: المعرفة كما یليn 0لدینا 8u  1و 2 5 5n nu u n   

.3uو 1u ،2uاحسب . 1
n :5nنضع من اجل كل عدد طبیعي . 2 nv u n 

أنبرھن - nv متتالیة ھندسیة ، ثم اكتب عبارة كل منnv وnu بدلالةn ماھي نھایة المتتالیة nu؟
2:حیثnعین العدد الطبیعي - 2048n  حد من حدود المتتالیة 2008أناستنتج nu.
k :اثبت انھ من اجل كل عدد طبیعي - 4 12 2 10k 

.عدد طبیعي nuأنبین -
.nuالعدد آحادرقم nین حسب قیم ع-

)نقاط07(:التمرین الرابع
I. لتكن الدالة العددیةg المعرفة علىبــ :( ) 1 xg x x e  

. gادرس تغیرات الدالة .1
g(x)برھن أن المعادلة .2 = .حلا وحیدا تقبل في 0

من المجال تحقق أن .    1.3 ; 1.2 .
.g(x)إشارة xحدد تبعا لقیم .   3

II.   نعتبر الدالة العددیةf المعرفة على كما یلي:( )
1

x

x

x e
f x

e



نسمي   المنحنى البیاني لھا.

).من نفس الإشارة g(x)و f’(x)نلاحظ أن (fادرس تغیرات الدالة ) ا.   1
)برھن أن - ) 1f   

برھن أن المنحنى -  یقبل مستقیما مقاربا)( حیثy = x معادلة لھ.
للمنحنى )T(اكتب معادلة للمماس-  عند النقطةO مبدأ المعلم.
ادرس وضعیة المنحنى - بالنسبة للمماس)( T.

2   .H نقطة فاصلتھاx وترتیبھا معدوم ،المستقیم الموازي للمحور(yy’) والمار منH یقطع  في النقطة
Mالمقاربویقطع)( في النقطةN نضع  ،( )x MN .

)بین أن ) ا )
1 x

x
x

e
 



:لدیناxبرھن انھ من اجل كل عدد حقیقي ) ب
 2

'( ) . ( )
1

x

x

e
x g x

e
  



عند مكنیكون أكبر ما یMNاستنتج أن  

برھن أن ) جـ  1f  

برھن ان المماس للمنحنى ) د  عند النقطةA ذات الفاصلة   یوازي المستقیم)(.
ارسم في المعلم المتعامد)ھـ , ,o i j

 
المنحني    و)( و)( T) 5تؤخذcm كوحدة(

1xحیث xقیقي برھن انھ من اجل كل عدد ح) ا.3  لدینا :( )
1

x

x

e
f x x

e
 


استنتج باستعمال المتباینة السابقة حصرا لمساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحني )ب  و المستقیمات

y: التي معادلاتھا  xو  0= xو1= =

من 4 صفحة 2



الموضوع الثاني

)نقاط05(:التمرین الأول 

عدد حقیقي من المجال 0;،z عدد مركب وf (z)كثیر حدود معرف بــ:
   3( ) 1 2sin ² 1 2sin 1f z z z z      

fجذر لــ1تحقق أن العدد )أ (z).
f: بحیث bو aعین العددین الحقیقین )ب (z)=(z -1)(z² +az + b)
fالمعادلة حل في )   ج (z)=0.
المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 2 , ,o i j

 
لواحقھاCو A  ،B ، ولتكن النقط 

3 2 1, ,z z z3: حیث على الترتیب 2 1sin cos , sin cos , 1z i z i z        

3اكتب على الشكل الأسي  كل من ) أ 2 1, ,z z z.
.Aحتى یكون قائم في ، ثم عین قیمة ABCحدد طبیعة المثلث ) ب
، ماھي لاحقتھا ؟ABCمركز ثقل المثلث G) ج
3MA:من المستوي التي تحقق Mجموعة النقط عین م- MB MC MO  

   

)نقاط05(:التمرین الثاني 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  , , ,o i j k
  

,,A(1,2,2)نعتبر النقط  B(1,0,1)C(3,2,1)
zذي المعادلة (P)و المستوي  (P)على المستوي Aسقط العمودي للنقطة ھي المD، النقطة 1=

 ھو المستقیم المعرف بــ: 
3
4 ;

1

x t

y t t

z

  
    
 



(S) سطح الكرة المعرفة بالمعادلةx² + y² + z² -2 x -4y – 4z = 0
، اختر الجواب الصحیح مع التبریر ةمن بین الأجوبة المقترح

)د )جـ )ب )أ
دي على عمو

(P)المستو
(P)یوازي المستوي (P)یقطع المستوي محتوى في 

(P)المستو
(BC)المستقیم.1

)1,2,0( )1,2,1( )1,1,2( )1 ,2,-1( ھيDإحداثیات .2
1 2
2 ;
3

x t

y t t

z

 
  
 


1 2
2 ;
1

x t

y t t

z

 
  
 


1

2 ;
3

x t

y t t

z t

  
   
  


1 2
2 ;
1

x t

y t t

z

 
  
 


تمثیل الوسیطي .3
(BC)لـ

لیسا من نفس المستوي متقاطعان منطبقان متوازیان تماما المستقیمان.4  و
)BC(

(P)مركزھا ینتمي إلى (P)لا یقطعھا (P)یقطعھا (P)تمس (S)سطح الكرة .5

4من 3صفحة



)نقاط04(:التمرین الثالث 

4xنعتبر المعادلة  -13y =7 حیثxوyعددان صحیحان.
عین الحل الخاص .1 0 0,x y 0الذي یحقق ) 1(للمعادلة 0 4x y 

) .1(حل المعادلة .2
.yوxالقاسم المشترك الأكبر للعددین الطبیعیین  dلیكن .3

دد ماھي القیم الممكنة للعd إذا كان)y، x ( حلا للمعادلة)؟)1
 عین الثنائیات)y، x   ( من الأعداد الطبیعیة حلول المعادلة)بحیث یكون ) 1d=7.

 عین الثنائیات)y، x   ( من الأعداد الطبیعیة حلول المعادلة)7التي تحقق  ) 1
400

d

x y


  

)قاطن6(:التمرین الرابع 

و متجانسمنسوب إلى معلم متعامدفي كل ما سیأتي المستوي  , ,o i j
 

2cmالوحدة 

: كما یلي المعرفة علىuنعتبر الدالة :الجزء الأول   ² 1u x x x   و  تمثیلھا البیاني.
.عند uنھایة حدد -

)1:لدینا xبرھن انھ من اجل كل عدد حقیقي - )
² 1

u x
x x


 

.عند uاستنتج نھایة -
.إلى xتنتھي إلى الصفر عندما تنتھي (u(x)+2x) : برھن أن ) أ. 2

u(x):لدینا xنھ من اجل كل عدد حقیقي برھن ا) ب > 0.
.ثم فسر بیانیا ھذه النتیجة (u(x)+2x) استنتج إشارة  )ج

): برھن أن ) أ. 3 )'( )
² 1

u x
u x

x





.uادرس تغیرات الدالة ) ب
ارسم المنحنى ) ج  و المستقیم المقارب لھ.

:كما یلي المعرفة على fنعتبر الدالة العددیة :ء الثاني الجز
0

1( )
² 1

x

f x dt
t




 و  تمثیلھ البیاني.

):لدینا xتحقق انھ من اجل كل عدد حقیقي -1 ) ln ( ( ))f x u x
. f وادرس تغیرات الدالةثم عند  fعین نھایات -2
مماس المنحني ) T(عین معادلة للمستقیم -3  0عند النقطة ذات الفاصلة.

): كما یلي المعرفة على نعتبر الدالة العددیة  ) ( )x f x x  .
(0)وان متزایدة على برھن أن  0 ، استنتج وضعیة المنحني  بالنسبة للمماس(T).

ي ارسم في نفس المعلم المنحن-4  و المماس(T).
الحیز المستوي المحدد بالمنحنيمساحةأحسب- 5 ا تھمعادلاو المستقیمات التي:y = 0  ،x = xو 0 )0 (

4من 4صفحة



التصحیح 
الموضوع الاول 

)نقاط04(: التمرین الاول 
A(1,2,2)B(-1 , C(3,2,1)و (0,1

)المستوي أنإثبات) 1 )Q الذي یشمل النقطA وB وC   معادلتھx-2y+2z-1=0
1لدینا   2 2 2 2 1 0      أي( )A Q1و 2 0 2 1 1 0       أي( )B Q3و 2 2 2 1 1 0      أي( )C Q
)إذن )Qيوتسھو الم(ABC)0.5

2( (P) حیث مستوz معادلة لھ1=
.(P)محتوى في المستوى (BC)المستقیم أنالتحقق ) ا

)ا لدین )B Pو( )C P ومنھ(BC) محتوي في المستوي (P)0.5
)و (P)استنتاج تقاطع المستوي )ب )Q

بما أن    BC P و   BC Q فان      P Q BC 0.5
(BC)تعیین تمثیل وسیطي للمستقیم )جـ

لدینا 
2 2 1 0

1

x y z

y t t

z

   
  
 

 معناه
2 1

1

x t

y t

z

 
 
 

t0.5مع

(P)على Aھو المسقط العمودي للنقطة H(1,2,1)النقطة أنإثبات)3
لدینا من جھة   0,0,1HA


و  0,0,1pn


HAأي 


pnو 


أخرىمرتبطان خطیا ومن جھة  H P

0.5(P)على Aمسقط للنقطة ھي Hإذن
(BC) و(AH)من نفس المستوياغیر متقاطعان لأنھما لیس

التبریر H BCلان
1 2 1
2
1 1

t

t

 
 
 

1أي 
2

t

t


 

0.5

4 (Gمرجح الجملة المثقلة      ,1 , ,1 , 1A B C 

1)ا 2 1 1 1 1 1 2 1 0 1 2 1 1 1 ( 1) 1 32 , 0 , 3
1 1 1G G Gz y x

               
      

G(-3,0,2)0.5إذن
3من الفضاء حیث Mمجموعة النقط (E)تعیین ) ب MA MB MC MA MB MC     

     
(*)

MG=MK   أي 3MK =3MGتكافئ (*) اذن ABCمركز ثقل المثلث kكن النقطة لت
ةعقطھو مجموع نقط المستوي المحوري لل(E)إذن المجموع  GK0.5

)نقاط05(:التمرین الثاني 
المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  , ,o u v

 
3:حیثBو  Aبر النقطتین نعت , 3B Az i z i   

.على الشكل الأسيBzوAzكتابة / 1

3لدینا  13 2 2,
2 2 6Az i i

              
62أي 

i

Az e




,2و 
6B Az z
     

62أي     
i

Bz e



0.5

2 (r دوران مركزهo وزاویتھ
3
 3معناه'

i
z e z



0.5

3دینا  لrبالدوران Aصورة ’Aلاحقة Az'تعیین  6 2
' 2 2 2

i i i

Az e e e i
  

    إنشاء النقطةA’0.5



3 (h التحاكي الذي مركزهo3نسبتھ و
2
 3معناه'

2
z z 

.hبالتحاكي Bصورة ’Bلاحقة Bz'الكتابة على الشكل المثلثي 

لدینا 

6
'

3 32 2 cos sin
2 2 6 6

3 cos sin
6 6

53 cos sin 3 ,
6 6 6

i

Bz e i

i

i

  

 

  
 

  
                      

                
                      

'أي 
3 3 3

2 2Bz i   0.5الإنشاء

4( مركز الدائرة المحیطة بالمثلثOA’B’ وRنصف قطرھا وz لاحقة النقطة

²zzباستعمال الخاصیة ) ا z

لدینا      2 2 2 2 2 ² ' ² ²z i z i z i z i z i A R             0.5

و 
2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ' ² ²
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

z i z i z i z i z i B R     
       
                                   

0.5

2zاستنتاج ان ) ب z i  

لدینا     2 2 ²z i z i R    معناهz z  2 2 4 ²i z i z R     لان ²z z R  

معناه 2 4i z z   

4معناه  2
2

z z i
i    0.5

23أخرىولدینا من جھة  3 3 3 3 3
2 2 2 2

z i z i R 

  
        

  
zیكافئ  z 

23 3 3 3 3 3 9
2 2 2 2

i z i z R 

   
           
   

یكافئ   3 3 3 9 0
2 2

z z i z z       

یكافئ  3 1 (2 ) 3 0
2 2

z z i i    

یكافئ  3 1 3 0
2

z z    

یكافئ  3 2
2

z z   

4یكافئ  3
3

z z 


 0.5

Rوقیمةاستنتاج لاحقة النقطة) جـ

لدینا
4 3

3
2

z z

z z i

 

 

  

 

4بالجمع نجد    32 2
3

z i   

2ومنھ     3
3

z i   0.5

7لتالي و با
3

R z 0.5



:التمرین الثالث 
نعتبر المتتالیة nu المعرفة على 0: بــ 8u   1و 2 5 5n nu u n   

1 (3 2 2 1 1 02 5 2 5 49 , 2 0 22 , 2 5 11u u u u u u          0.5
n :5nكل عدد طبیعي نضع من اجل) 2 nv u n 

إثبات أن - nv متتالیة ھندسیة مع تعین أساسھا وحدھا الأول.
لدینا    1 1 5 1 2 5 5 5 5 2 10 2 5 2n n n n n nv u n u n n u u v             

أي  nv 0وحدھا الأول 2ھندسیة أساسھا 0 8v u 0.5
n:38بدلالة nvعبارة  2 2n n

nv   

n:35بدلالة nuعبارة  2 5n
n nu v n n   0.5  2lim lim 8 2 5 lim 8 5 8

n
n

nu n n
n

 
       

 
0.5

2حیث nتعیین العدد الطبیعي - 2048n 

2لدینا  2048n  ومنھln 2 ln 2048n  ومنھln 2048 11
ln 2

n  0.5

حد من حدود  المتتالیة 2008أناستنتاج  nu.
8لدینا  2008u  8لان 3 11

8 2 5 8 2 40 2048 40 2008u        0.5
k : انھ من اجل كل عدد طبیعي إثبات 4 12 2 10k 

.ھذه الخاصیة P(k)نسمي : باستعمال البرھان  بالتراجع
4لدینا : P(0)نتحقق من صحة ) ا 0 12 2    و 2 2 10

صحیحة أي P(k)أننفرض ) ب 4 12 2 10k اجل أي عدد طبیعي منk
صحیحة أي P(k+1)أنبرھن نو    4 1 12 2 10k   من اجل أي عدد طبیعيk؟

لدینا  4 1 1 4 4 12 2 2k k    مع    4 4 12 6 10 ;2 2 10k     ومنھ 4 4 12 2 6 2 10k   ومنھ 4 52 2 10k 

صحیحة P(k+1)أي 
فان وحسب مبدأ الاستدلال بالتراجع)و ب) من أ: نتیجة 4 12 2 10k 01

عدد طبیعيnuإثبات أن - 8 2 5n
nu n  

لإثبات أن - 8 2 5n n   8یكفى أن نثبت أن 2 5n n )8لان 2 ; 5n n   (

n :لدینا من اجل أي عدد طبیعي  8 5 ; 2n n  8ومنھ 2 5n n  8ومنھ 2 5 0n n  ومنھnu 0.5
)2n nمن اجل أي عدد طبیعيnعیمكن إثباتھا بالتراج (

.nuرقم آحاد العدد nتعیین حسب قیم -
:لدینا10على nuبواقي قسمة nأي ندرس حسب قیم العدد الطبیعي 

 109876543210n 

 1026842684212n 

 1068426842688 2n 

 1050505050505n 

 101892189218nu

8رقم الآحاد ھو n=4PP                من اجل 
10.5رقم الآحاد ھو n=4P+1P                 من اجل 
2رقم الآحاد ھو n=4P+2P                  من اجل 
9رقم الآحاد ھو n=4P+3P               من اجل 



x

f ' ( x)

1 + x + e (x )

- 

- 

+  

+  

x

f'(x)

f(x)

-

0



 +1

0

+

+

:التمرین الرابع 
I . لتكن الدالة العددیةg المعرفة علىبــ :( ) 1 xg x x e  
gدراسة تغیرات الدالة ) 1
-lim ( ) , lim ( )

x x
g x g x

 
   

)'ولدینا قابلة للاشتقاق على gالدالة - ) 1 xg x e  أي'( ) 0g x 0
متزایدة تماما على gة ومنھ الدال

)أنإثبات) 2 ) 0g x  تقبل حل وحید 1,3حیث 1,2   
)إذن المعادلة و تأخذ قیمھا في مستمرة ومتزایدة تماما علىgالدالة  ) 0g x  تقبل حل وحید في
)ولدینا 1,3) 0.02g  و( 1, 2) 0.1g   أي  ( 1,3) ( 1, 2) 0g g    1,3ومنھ 1,2   0.5

g(x)إشارة xتحدید تبعا لقیم ) 3
( ) 0; xg x      و( ) 0;g x x     و( ) 0;g x x  0.25

II. نعتبر الدالة العددیةfالمعرفة علىبــ :( )
1

x

x

xe
f x

e



 ،  تمثیلھا البیاني.

fدراسة تغیرات الدالة )1
lim ( ) 0
x

f x


 لأن lim 1 1 ; lim 0x x

x x
e x e

 
  

lim ( )
x

f x


  لأنlim ( ) lim
1

x

xx x

e
f x x

e 

 
    

0.25

:ولدینا قابلة للاشتقاق علىfالدالة 
  

   
 
 

 
 

2 2 2 21 1 12'( )
1 ² 1 ² 1 ² 1 ²

x x x x x xx x x x x

x x x x

e x e xe x e e e g xe xe e e xe
f x

e e e e

        
   

   
0.25

:xعلما انھ من اجل أي عدد حقیقي
 

0
1 ²

x

x

e

e



fومنھ إشارة   ’(x) من إشارةg(x) أي

xإذا كان- فإن'( ) 0f x 

xإذا كان - فإن'( ) 0f x  ومنھ الدالةf متناقصة تماما على ,

xإذا كان -  فإن'( ) 0f x  ومنھ الدالةfمتزایدة   تماما على , 

) )=1+fإثبات أن
)لدینا   ) 0g x  1معناه 0e   أي 1 1e       

ولدینا 
 1

( ) 1
1 1 1

e
f x

e





 



 

   
  0.5

أنإثبات  یقبل مستقیم مقارب  حیثy=xلھ معادلة

 lim ( ) lim lim lim 0
1 1 1

x x x

x x xx x x x

xe xe x xe x
f x x x

e e e   

                      
0.5

للمنحنى(T)كتابة معادلة للمماس-  عند النقطةO:1
2

y x0.5

دراسة وضعیة-  إلىبالنسبة(T).

)1الفرقإشارةندرس  )
2

f x x
  
 

1إشارةأي 
2 1

x

x

x e

e

 
  

0xمن اجل    1فانxe  1ومنھ 0xe    1ومنھ 0
2 1

x

x

x e

e

 
  

 أي  فوق(T)

0xمن اجل   1فانxe  1ومنھ 0xe   1ومنھ 0
2 1

x

x

x e

e

 
  

 ومنھ  فوق(T)0.5



2)H  نقطة فاصلتهاx وترتيبها معدوم . المستقيم الموازي للمحور (yy’)  والمار  منH  يقطع   في النقطةM  ويقطع

المقارب   في النقطةN. 

)نضع  )x MN  

)اثبات ان  (أ )
1 x

x
x

e
 


  

)لدينا   ) ( )x x f x     أي( )
1

x

x

xe
x x

e
  


)   أي    )

1 x

x
x

e
 


  5.0 

لدينا  xالبرهان انه من اجل كل عدد حقيقي 
 

'( ) ( )
1 ²

x

x

e
x g x

e
   


 

          لدينا
 

 
   

11
'( ) ( )

1 ² 1 ² 1 ²

x xx x x

x x x

e e xe xe e
x g x

e e e


   
     

  
 5.0 

'( ) 0x        معناه( ) 0g x   معناه x   منه وx  

'( ) 0x   معناه( ) 0g x معناهx    ومنهx  

'( ) 0x    معناه( ) 0g x معناهx    ومنهx  

أي  x تقبل قيمة حدية عظمى من اجلx  

 أن إثباتجـ(   1f   

لدينا   1
1 1 1 1

e
f

e e



 

   


 





   
     

    
 5.20 

المماس للمنحنى  أنالبرهان د(   عند النقطةA ذات الفاصلة يوازي .  5.0 

لدينا  
 

 
 
   

1 1
'

1 ² 1 ² 1 ²

e ee e e
f g

e e e

   

  

 
 

 

  

   
     

  
 

1eمع     إذن  
 

 

1 1 1
' 1

1 1 ²
f

  




    
  

 
 

يوازي  Aومنه المماس في  . 

الرسم لكل من هـ(    و     و(T) 

 

 

 

1xحيث xالبرهان انه من اجل كل عدد حقيقي ( . أ3   لدينا( )
1

x

x

e
f x x

e
 


 

) أننبرهن من جهة  )f x x  أي
1

x

x

xe
x

e



0أي  

1

x

x

xe
x

e
 


0أي 

1 x

x

e





1xوهذا صحيح من اجل    

)أن أخرىونبرهن من جهة  ) 0
1

x

x

e
f x

e
 


أي 

0

0

1 0
1

x

x

e
x

e 



 
  

  
)وبالتالي وهذا صحيح   )

1

x

x

e
f x x

e
 


      5.0 

المحدد بالمنحنى  حصر لمساحة الحيز المستوي إيجاد( ب  و المستقيمات التي معادلتهاy=0    ،x=1  وx    

)بماأن  )
1

x

x

e
f x x

e
 


 فإن   

1 1 1

( )
1

x

x

e
dx f x dx x dx

e

    

 
   

أي    
11

1

1
ln 1 ( ) ²

2

xe f x dx x


 


 

   
   

أي  2

1

 .
1 1

   .  ln ( ) 1
1 2

e
f xu u ax

e
a d




 

   
 

 5.0 



التصحیح 
الموضوع الثاني

عدد حقیقي من المجال)نقاط50:(الأولالتمرین  0,و)z(f كثیر الحدود حیث:

1(   3( ) 1 2sin ² 1 2sin 1f z z z z      
f(z)جذر لـ1التحقیق ان العدد) أ

لدینا 
   3(1) 1 1 2sin 1² 1 2sin 1 1

1 1 2sin 1 2sin 1 0
f  

 

       

      
0.5

f(z)ھو جذر لــ 1أي 
حیث bو aنالحقیقییتعین العددین ) ب  ( ) 1 ²f z z z az b   

باستعمال طریقة ھورنر نجد 
2sinaاذن   وb=10.5

f(z)=0المعادلةحل في ) جـ
f(z)=0 یكافئ  1 ² 2sin 1 0z z z     یكافئz-1=0 او

² 2sin 1 0z z   
²المعادلةحل  في  2sin 1 0z z   

 4sin ² 4 4 sin ² 1 4cos ²        4ن اذ ² cos ²i  

اما 
2sin 2 cos

2
sin cos

i
z

i

 

 

 


  
او 

2sin 2 cos
2

sin cos

i
z

i

 

 

 


  
0.5

 1 1A z  ,  2 sin cosB z i    ;  3 sin cosC z i   

3كتابة كل من)أ) 2 2 1; ,z z z الأسيعلى الشكل.
لدینا  1 1 1,0 ioz e  0.5

    2
2 sin cos sin cos cos sin 1,

2 2 2

i

z i i i e


  
      

  
                             

0.5

2
3 2

i

z z e


   
  0.5

متساوي الساقین لانABCالمثلث ) ب 1 2 1 3 2 1 sinz z z z     0.5
.Aقائم في ABCحتى یكون تعیین قیمة 

A(1 ;0) ، sin ;cosB    و sin ; cosC   
 
 
1 sin ; cos

1 sin ;cos

BA

CA

 

 

 







. 0BACA 
 

یكافئ 
 

 

1 sin ² cos ² 0
2sin ² 2sin 0
2sin sin 1 0

 

 

 

  

 

 

1

sinیكافئ  0  أوsin 1 0  لا تقبل حل في المجال 0,
kیكافئ  معk

وبما  ان  0,  فان 0, 0.5
GZ0.5أيGنعتبر لاحقة ABCمركز المثلث Gمركز ) ج

3MAمن المستوي التي تحققMمجموع النقط ) د MB MC MO  
   

(*)

3یكافئ (*)  3MG MO
 

MG=MOیكافئ 
المستقیمة لقطعةھي محور اMالنقط ةأي مجموع GO0.5

1
1 2 s in 1 2 s in 1

1 2 s in 1
 


   1

2 s i n 1 01



)نقاط05(:التمرین الثاني 
)أنبما )1 )B P و( )C P فان المستقیم  ( )BC P01
01) 1،2،1(ھيDإحداثیات)2

3(
2 1
2
1

x t

y t t

z

 
  
 

 لــوسیطي تمثیل(BC)01

المستقیمان)4  و(BC) فھما من نفس المستوي) متعامدان(متقاطعان. 0n BC 
 

01

5(S سطح كرة مركزھا 1,2,2 ونصف قطرھاr = 3 , 1d P cm 01
متقاطعان (P)و Sإذن)6

)نقاط 04: (التمرین الثالث
عددان صحیحانyوxحیث)      4x-13y=7)1نعتبر المعادلة

تعیین الحل الخاص )1 0 0,x y 0الذي یحقق)  1(للمعادلة 0 4x y 

0حل الجملة 0

0 0

4 13 7
4

x y

x y

 
  

المحدد
4 13

9
1 1

d


 


0أي 

7 13
4 1

5
9

x




  ; 0

4 7
1 4

1
9

y  01

)1(حل خاص للمعادلة (5,1)إذن

لدینا) 1(تعیین حلول المعادلة )2
4 13 7
4 5 13 1 7

4( 5) 13( 1) 0

x y

x y

 
   

   

13(y-1)=(x-5)4أي 

لدینا   
13

4( 5)x إذن1=14 13و
13

5x ومنھx=13k+5

4
13( 1)y إذن1=13 41و

4
1y ومنھy=4k+1

yوxنالطبیعییللعددین الأكبرلیكن لھ القاسم المشترك )3
x)كانإذاdالقیم الممكنة للعدد *  ,y) (1)حلا للمعادلة

لدینا 
d

x ومنھ
d

y 4ومنھ
d

x1و 3
d

y4ومنھ 1 3
d

x y 7ومنھ
d

7dإذن Dأي 1,7d 0.5
d=7بحیث یكون(1)الطبیعیة حلول المعادلة الأعدادمن (x ,y)نعتبر الثنائیات

 

 

0 7

0 7

x

او
y

 


 

معناه 
 
 

13 5 0 7

4 1 0 7

k

k

  

 

 4 1 0 7k    یكافئ 4 1 7k   یكافئ
 

 
2 4 2 7

7 5 5 7

k

k اي k



  

  


91و بالتالي  70x   و  28 21y   1

والتي تحقق) 1(الطبیعیة حلول الأعدادمن (x ,y)نعتبر الثنائیات 
7

400
d

x y


  

k



400x y  یكافئ

91 70 28 21 400
119 91 400
119 309

309
119
2,6

 







   
 






إذن
 
      

0;1,2

( , ) 70,21 ; 161,49 , 252,77x y
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)نقاط07(:التمرین الرابع 
): بــالمعرفة على Uنعتبر الدالة  ) ² 1U x x x  

1 (lim ( )
x

U x 


 0.25

0.25 یؤول الىxعندما إلىتؤول (U(x)+2x): أننبرھن ) أ) 2

    1lim ( ) 2 lim ² 1 lim 0
² 1x x x

U x x x x
x x  

     
 

مستقیم مقارب مائل لـ y=-2xذو المعادلة المستقیم(   بجوار(

²أي x :U(x)>0نبرھن انھ من اجل ) ب 1x x 
²فان x<0من اجل  1x x 0.5

x>0 ²فان 1x x  ومنھx²+1>x² صحیحة 0<1أي
(U(x)+2x)إشارةاستنتاج ) ج

لدینا 
  2 ² 1

1
² 1

U x x x x

x x

   

 
 

²من إشارة (U(x)+2x)إذن إشارة  1x x 0.5.وھو موجب دوما

المنحنى:التفسیر البیاني   یقع فوق المستقیم المقارب.

)نبرھن ان)3 )'( )
² 1

U x
u x

x





:ولدینا قابلة للاشتقاق على Uالدالة )أ

2 ² 1 ( )'( ) 1
2 ² 1 ² 1 ² 1

x x x U x
U x

x x x

  
   

  
0.5

دراسة تغیرات الدالة )ب
U(x)عكس إشارة U’(x)إشارة 

xمن اجل كل U’(x)<0أي 

رسم ) جـ و المستقیمات المقاربة لھ.

lim lim ² 1

1lim 0
² 1

x x

x

x x

x x

 



  

 
 



:الجزء الثاني 
: بـالمعرفة على fنعتبر الدالة 

x:حقق انھ من اجل كل عدد حقیقي نت/ 1 ( ) ln ( )f x u x

)':ولدیناقابلة للاشتقاق علىfالدالة  ) ( ) 1 1'( )
( ) ( )² 1 ² 1

U x U x
f x

U x U xx x

 
   

 
0.5

أنبما / 2
lim ( )

lim ( ) 0
x

x

U x

U x







 


فان 

lim ( )

lim ( )
x

x

f x

f x




 

 
0.5

)'1لدیناfت الدالة دراسة تغیرا ) 0
² 1

f x
x


 


متناقصة تماما على fو منھ الدالة  

مماس )  T(كتابة معادلة للمستقیم / 3  0عند النقطة ذات الفاصلة.
y=f’(0)(x-0)+f(0)أيx-y=0.5

1: لدینا على نعتبر الدالة  ² 1 1( ) 1
² 1 ² 1

x
x

x x


 
  

 
²أي x²+1>1: لدینا xمن اجل أي عدد حقیقي  1 1x  

²أي  1 1 0x   
)'أي  ) 0x 

متزایدة وبالتالي 
(0)ولدینا  (0) 2 0f   0.25

رسم ) أ  و المماس)T(0.5

مساحة الحیز المستوى المحدد بالمنحنى حساب ) 5 ي معادلتھا و المستقیمات التy=0 ،x=0 و( 0) x  

لدینا  
0 0

( ) ( ) ln ( )A f x dx U x dx
 

     
باستعمال التكامل بالتجزئة 

نضع 
 ( ) ln ( )

'( ) 1
S x U x

t x




ومنھ 

'( )'( )
( )

( )

U x
S x

U x

t x zx



 
0

0

'( )( ) ln ( )
( )

U x
A x U x x dx

U x




       

)'مع  ) 1
( ) ² 1

U x

U x x





) أ)3من الجواب السؤال 

إذن

 

 

 

 

  

0
0

0
0

0 0

0

( ) ln ( )
² 1

1 2ln ( )
2 ² 1
1ln ( ) 2 ² 1
2

ln ( ) ² 1

1 ln ( ) ² 1 1 .

x
A x U x dx

x

x
x U x dx

x

x U x x

x U x x

U U A
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انتھى 
بالتوفیق في البكالوریا 




ا	�� ا������ ��  ا�����ر� ا���ا�
� ا��

�� ه��� ���ر������ ا�����                      وزارة ا��
	�� ا������                                   ��� ا��  

                        ����
  2014&ــ�ي : دورة                   ا&�%�ن 	����ر�� ا��#"�� ا�!���ي ا���
   ر��/��ت:  ����ا�

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
�4��ت و�23  4:  ا���ة                                                            ا�
����ت: ا1���ر �0 &�دة   

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
� 
�� ا�����  :�����أن "��ر أ � ا�������� ا�� 

  ا�����ع ا'ول
  : ا���
� ا'ول

I -        ���� ا6��اد ا��
آ����0 & 
��#�ℂ ل���ا��#�د�� ذات ا��z �9�9%وا���4: ا�α  �����ا�:  
            3 2(4 ) (13 4 ) 13 0z i z i z iα α α− + + + − =.....( )E  

)	�@ أن ا��#�د��   .1       )E  A���#B C"D� �0
E ��"�FB GH I�9B.  

��@ ا�#�د�@ ا���9�9%@  .2      a وb  ا��#�د�� J�%	( )E ا��#�د�� K0��B2( )( ) 0z i z az bα− + + =  .  
      3. �0 IHℂ  ا��#�د��( )E .  

 II -       
L��& M����&#�&� و�#"� &�	ود Nا�� Cآ
)�0 ا��O��ي ا�� ; ; )O u v
� �


 ا��9: .  ��#�A ،B ،C وG  ��ا�  

          R"� ��9Hا��  C�B
Azا�� iα= ،2 3Bz i= +  ،C Bz z= 5وGz =    .  

     1.  @�	Ez �D9�9 ا��HTE  �D9رة ا���EB 
L����A Aا�Vي &
آS UN	�����	A ا��Oو�
2

2
  A�وزاو�

4

π
  ه� 

          
1 5

2 2Ez i
α α− +   = +   
   

.  

     2.  @��Fz �D9�9 ا��HTF  �D9رة ا���EG وران���	r  UNآ
]&��I  23ا�Vي & ]AB  A�وزاو�
2

π
− .  

     3.   COHاG Az z− وF Ez z−  ا�#�د C�اآ ��،G A

F E

z z

z z

−
−

�"A ا�46L R"�  &�ذا OB���Z ؟. 

	�@ أن )  أ .4     
2 2

2 2

(2 12 50) (2 10)

(1 ) ( 5)
F E

A E

z z i

z z

α α α
α α

− − + + −
=

− − + −
 .  

��@ ����� ) ب       α  :9ن &@ أ\"�� ا����B ��ا�A،E وF ��&�9�4�0 ا .  
�"���� �4	�9 	�@ أنα&@ أ\I ����� ) \ـ        I3%�ا��A ة
)�B��� إ�R ا��ا[ )C  ه�
D� ��ا�[ ]BC.  

  . ABCا4���Z �0 هUV ا�%��� ���#� ا��!"J ) د        
  :  ا���
� ا�01�2

)���Oب إ�R &#"� &�#�&� و&����M ا�ا�a`�ء  �0          ; ; ; )O i j k
�� �


 ا��9:  ��#�(3;2;1)A،(3;5;4)B (1;5;0)وC.   
    1. J"!أن ا�� @�	ABC  عG/6ا M��9�&.  
:c9%B(1;1 أن ا��#�ع  .2     1)n −

�
)L#�ع ��O�"� ��d��ي  )ABC .A� ��Bر��  .�� ا4���Z &#�د�� د�

��@ إ�Hا���ت ا���D9 )  أ  .3    G J"!ا�� I9� Nآ
&ABC .   

��@ G�!�B وO�"� ��D�4���9 ) ب        ( )∆ �D9���	 
)و�#�&� ا��O��يGا�Vي �� )ABC  .  


 ا���D9) \ـ        ��#�(2 ;4 ;2 )S t t t+ + −  J�Ht  �9�9H د����@ ا�#�د. t   ن���  R�H2 2AS AB=.  
��#� ر	��� ا��\�U) د         � @��FABC  J�H(4;6;0)F .  A��H COHا ��V.  

   4.   @���9�Oأن ا�� @�	( )FA  و( )BC  @��&�#�&.  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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��@ ) أ .5    ��)ا����� )S   :9�"�M ، c9%B ��ا� || || 6MG MF+ =
����� ����

  .  
��) ب      Oا�� g/ا�� @�� ������"�( )Sي��Oوا�� ( )ABC.  
  :  ا���
� ا�8��2  


 ا��ا��     .1     ��#�f  ل��ا�� R"� �0
;0]ا��# ):	ـ   ∞+] ) 1f x x x= − + )و  + )fC  ه���%�& )I�
 ا��hا�(  
3
ا 	�@ ��د�@ E%�%�@ �"#�د 	9
اءة 	����)  أ          H @�� �  

            α  J�%	( ) 0f α =.  
)ا4���Z إ�Lرة ) ب          )f x ل��ا�� R"�[0; [+∞.  


 ا��������   .2     ��#�( )
n

u �0
�"Rا��#ℕ  ـ	0 : 1u =   

         �#����د � Iآ I\و &@ أn،1 1n nu u+ = + .   

2u  ��1و 1uاCOH ) أ         1 1 1+ + +.  

��د ���#� )  ب        Iآ I\أ @& Aأ� @�	n،1
n

u α≤ ≤ .  


 ا�������� ) \ـ       �iB U��Bا @��( )
n

u�	�9ر�أ��� & Z���4ا �� ،.  

)ا4���Z ����� ا�������� ) د         )
n

u ���OHا ��.  

� ا�
ا:9ا��  � :  

  

          k  ا��ا�� 
��#� ،  �&��B C\�& �9�9H د��kfR"� �0
): 	ـ ℝا��# ) 1 k x
kf x x xe= − +.  


&N 	ـ       �( )kC  ا���"� I!ا��� R�%��"�kf ��O& �0 M����&و �&�#�& �"#& Rب إ��O�&( ; ; )O i j
� �

.  

 I -     ا��ا�� 
��#�kgR"� �0
): 	ـ ℝا��# ) 1 (1 ) k x
kg x kx e= + +.  

     1. c�ا��� COHا' ( )kg x ABر�Lأدرس إ ��.  
     2. �iB ول�\ I�L ات ا��ا��
kg�9�9H د�� Iآ I\أ @& Aأ� Z���4ا �� ،x ،( ) 0kg x > .  

 II -  1. ا���%���ت  )أ g��\ @�	 ( )kC  ��	�� �D9�	 
�BI ����ا���Hإ @��#B C"D�.  

  .  ∞+ و ∞−��� �����kf ا��ا��اCOH  )ب           

)	�@ أن ا��O���9) \ـ            )D  A�ي &#�د�V1ا�y x= − R�%��"� I]�& ��9 &�9رب�O&( )kC  ار��	−∞.  

 ا��ا��  .2        �iB U��Bادرس اkf��Bا
�iB ول�\ I�L ��.  

��@ &#�د�� ا����س) أ .3        ( )∆  R�%��"�( )kC  ���"E�0 ��ا� �D9ا�� ���0.  

22	�@ أن ا���D9 ) ب            2
; (1 ) 1kF e

k k

− − − + − 
 

  R�%��"� ف�D#ا� �D9�( )kC.  

)	�@ أن ا��#�د�� )  أ  .4         ) 0kf x 9�GH I و��Hا =Bα  J�H0 1α≤ ≤.  

)1	�@ أن ا���0�O 	�@ ا���D9 )  ب            ; ( ))N fα α ��9�Oوا��( )Dوي�OB/ 2eαα .  
��د �9�9H   	�@ أ�A)  أ .5         Iآ I\أ @&x، ( ) ( ) 2k kf x f x−+ − = �� �ـ . −O���	 Z���OB ذا�&( )kC  و( )kC−؟  

)1ا���I ا��
I!�� c0 ا���%�R ) ب           )C  . R�%ا��� I�)1أر�4 �"Ma� R ا�� )C−.  

III -     λ�&��B C��4 �9�9H د��
 ا����&I ا�����. ��#� :
0 kx

kI xe dx
λ

= −∫.  

  .��!�H�O& I ؟ �"kI IهI ا�#�د .1      
      2.  COHا �]N����	 �"&��1I  ��1	�4�#��ل ا��

λ -
lim I
→ ∞


 هUV ا������ O0 ، .  

	�@ أن  .3      
2

1
k

λ -
lim I

k→ ∞
= .  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  ا�����ع ا�01�2
  

  :ا���
� ا'ول 

  I-        ���� ا6��اد ا��
آ����0 & IHℂ  ا��#�د�� :
22( 1) 2 ( 5 1) 0z i + + + + = .  

 II -       
L��& M����&#�&� و�#"� &�	ود Nا�� Cآ
)�0 ا��O��ي ا�� ; ; )O u v
� �


 ا��9: .  ��#�A،B وC  ��9Hا�� ��ا�  

          R"�  C�B
1ا�� 2Az i= − + ،(2 3)Bz i= 5و   − 2Cz i= −.  

     1.  COHا| |Cz و| |B Az z−   :9ا�� Kأ�� ��A،B وC.   

     2.  �D9أن ا�� @�	C �D9رة ا���E ه�B ا�� A	�����	
L��S UNآ
��A Aا�Vي &Oو�
1 5

2

+
  A�وزاو�

3

π
.  

��@) أ  .3     'Cz �D9�9 ا��HT'C  �D9ة ا��
�h�C  �D9�"� ��O���	A.  

��) ب        �	
�"�� أن ا�' 'BC B C  �D9�9 ا��HT @ أن�	ع  G/ازي أ��&'B ه�' 2 (2 3)Bz i= − + +.  

B'اآ�C ا�#�د ) \ـ         C

B C

z z

z z

−
−

�"A ا�46L R"�.  

)ا4���Z أن ) د          ; ) ( '; )AB AC CB CB=
���� ���� ���� ����

، و
' 1 5

2

AC CB

AB CB

+
= = .  

  : ا���
� ا�01�2

   I -     a،b وc  J�H ��#��1 :أ��اد � a b c≤ ≤ ≤ .  
��@ ا6��اد      a،b وc  م ذي ا�46س�hأن �0 ا�� ��"�a  ن���46b c+ 545bcو = = .  
  II -     ا��#�د�� 
��#�21 17 8x y− = )....1 ( ، J�Hx  وy @��#��� @�%�%E @د��� .  

0��@ ا�!��[�� ) أ  .1      0( ; )x x د���#�"� IH)1. (  

IH2 �0 ) ب         
ℕ  1(ا��#�د��. (  

��#� )  أ  .2     Dا�#�د ا� ��� COH أدرسn د�#"� ����"�rا ��O9ا�� ا��	9، n R"�13.  

)	�@ أ�A إذا آ�ن ) ب         ; )α β  د���#�"� IH)1 ( نt0[ ]34 20 213 9 2 0 13β α+ − − ≡.  

)	�@ أ�A إذا آ�ن  )  أ  .3      ; )x y د��#�"� IH �)1 (و[ ]0 4x ]t0ن  ≡ ]0 4y ≡.  

��@ ) ب         ( ; )x y  ل �"�#�د���"H)1 ( ��"\ن &@ أ��)ا��� � ; ) 4PGCD x y =.  

  : ا���
� ا�8��2  
)���Oب إ�R &#"� &�#�&� و&����M ا�ا�a`�ء  �0           ; ; ; )O i j k

�� �

 ا��9:  ��#�(1; 1;2)A −،(3;0;4)B و  

      (3;3; 2)C −  . ��9�Oوا��( )D����ا� �D�4ا�� A"�!��	 ف
1: ا��# 2x k= − 2و − 2y k= − 8zو + k= −  .  
        g&k�9�9H د��.  

    1.  ��"Oاء ا���ا� COHا.AB AC
���� ����

  .J"!ا�� �#��� Z���4اABC .  
��@ إ�Hا���ت آI &@ ا��D9��@ ) أ .2    GوI  J�HG �"��ا� u\
&{ }( ;3),( ; 2),( ;1)A B C− وI  �#D� 23��&  

            ��9�Oا��[ ]AC.  
�� ) ب       �	
��#� ا�� �&ABIG.  

2اCOH ) أ  .3    
AG،2

BG  2و
CG  .  

�� ا��9: ) ب        ���& @��M c9%B ��ء ا��`aا� @&: 
2 2 23 2 18MA MB MC− + =  .  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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ة   .4    �
 uD4 ا���#�( )S  UNآ

G Uا�Vي &D� 233و� �� وا��. 2���( )P  :9�"�M c9%B ��ء ا��`aا� @&  

        . 18MGV = −
����� ��

J�H( 6; 6;0)V − −
��

   .  
�� ) أ        ����"� ��Bر����@ &#�د�� د�( )P.  
��@ G�!�B وO�"� ��D�4��9) ب       �( )∆�D9���	 
)و�#�&�  Gا�Vي �� )P�D9ا���ت ا���Hإ Z���4ا �� ،H  9: ا�#��ديOا��  

           �D9�"�G R"�( )P.  

 ا����Nة �"������) ـ\      E��#ا� @��( ) ( )P S∩ .  
    5.  @����Oأن ا�� @�	( )Pو( )ABC �0 ��9#�ن��( )D .  
  : ا���
� ا�
ا:9   

   I -     �9ق �"�ا���LT"�� ا	#��ل ���4�	lnx x֏ ���:، 	�@ أن 1
x 1

lnx
lim =1

x - 1→
�� ا4���Z أن  

x 0

ln(x+1)
lim =1

x→
.  

  II -     ا��ا�� 
��#�f  ل��ا�� R"� �0
;1]ا��# ):	ـ   ∞+] )2( ) ln 1f x x x= + )و  − )fC  ��"�!�B��O& �0 �����  ا�

            M����&و �&�#�& �"#& Rب إ��O�&( ; ; )O i j
� ���

.  

��د �9�9H) أ .1      Iآ I\أ @& A@ أ��	1x ≥ ،
2

1
( ) ln ln 1 1f x x

x

 
= + + − 

 
  

1x&@ أ\I ) ب         ، ، 	�@ أن≤
2

1 1
1 1

1

x
x x

x x

 −
− = −  

+ 
 .   


 ��	"� �LG��9ق ���  f	�@ أن ا��ا�� ) \ـ        �z1 .�����	 ����ا�� 
O0.  
اCOH  )أ .2     

x
lim f ( x )
→+∞

 .   

��د �9�9H )ب         Iآ I\أ @& Aأ� @�	x  ل��1[&@ ا��; [+∞ ،
2

1

1
f '( x )

x
=

−

 ا��ا�� ، �iB ول�\ I�L ��f.  

)ار�4 ا���%�R  )\ـ         )fC.  
     3.  @���S N�%ا� �H�O&D R�%����	 ا��%�د( )fC ه��  و&%�ر��د��#& @�V"���9@ ا��Oوا�� IEا�a1ا�x 3xو= =.  

         AوB@& ن��D9�( )fC  C�B
2ln(1;1)، وا��D9��ن  3و  E�01"��ه�� �"R ا�� 2))P   .&@ ا��O��يQ(0;3)و +
  .ABQوا��!"APBQ  Jا�H�O& COH آI &@ ا��O�I�D)  أ     

2ln(1ا4���Z أن ، ) ب     2) 4ln(1 2)S+ ≤ ≤ + )   . �hHG&: 2(1 2) 3 2 2)+ = +(  

  III -    ا��ا�� 
��#�g  ل��ا�� R"� �0
;0]ا��# :	ـ   ∞+]
2 1

( )
2

x

x

e
g x

e

+
)و  = )

g
C �����  .�B!�"�� ا�

      1.  �9�9H د�� Iآ I\أ @& A@ أ��	0x ≥  ،( ) 1g x ≥.  
)ن 	�@ أ)  أ. 2       )g f x x=�. {إذا آ�� Aأ� @�	 ��( ; )M x y @& �D9�( )fC  نt0'( ; )M y x @& �D9�( )

g
C.  

�� �"��%���@) ب         O���	 Z���OB ذا�&( )fC و( )
g

C c	�O�0 ا��#"� ا� R�%؟ ار�4 ا���( )
g

C.  

     3.  @���'SN�%ا� �H�O&'DR�%����	 ا��%�د( )
g

C ��BT&#�د  �����9ت ا��O0وا��x =،2ln(1 2)x = 3yو + = .  

	�@ أن ) أ         
2 ln(1 2 )

0
' 6 ln(1 2) ( )S g x dx

+
= + − ∫  .  

اCOH ) ب       
2 ln(1 2 )

0
( )g x dx

+

∫  ���� Z���4ا ��S.  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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→
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  2013/2014: ا���� ا��را���                                                                           -���ر   - ������ �� ا�	��� ه��� 
        ر�����ت  : ا�.-��                                                       ,+*�( ا��	���ر�� ا�)'����� &� %�دة ا����"��ت 

ع ا
ول�  )1(ا��
  :ا������ ا
ول ♣ 
   I -3 2(4 ) (13 4 ) 13 0z i z i z iα α α− + + + − =..( )E

     1.    23�z yi=   2%y�4�45 د�.   
   z yi= 95 ��8-�د�� �-�� أن :  

3 2 24 13 4 13 0iy y y i yi y iα α α− + + + − − =   

وه;ا �	�&: 
2

3 2

4 4 0

13 13 0

y y

y y y

α

α α

 − =

− + + − =

أي

2

4 ( ) 0

( ) 13( ) 0

y y

y y y

α

α α

− =


− − − =
yإذن    α=   

)و%�A  ا�*9 ا�)@��8 ��8-�د��  )Eه�z iα= .  

    2. ( )E :&�	,2( )( 4 13) 0z i z zα− − + =.  
4aأي    = 13bو  − =.  

    3.  ( )E :&�	,0z iα− 2أو = 4 13 0z z− + = .  

zأي  iα= 2أو 2( 2) 9z i− = .  

)و%�A �85ل ا��-�د��   )Eه� :iα،2 3i− ،2 3i+.  
II -  ����� E4ا��A ،B ،C وG  F�5Az iα= ،  

     2 3Bz i= +  ،2 3C Bz z i= = 5Gzو − =    .  

    1.( )S B E= :&�	�42
( )

2

i

E A B Az z e z z

π

− = −.  

أي         
1

(1 )(2 3 )
2Ez i i i iα α= + + − +  A�%و  

    
1

(2 3 2 3 2 )
2Ez i i i iα α α= + − + − + +  

: إذن         
1 5

2 2Ez i
α α− +   = +   

   
  .  

    2. �����( )r G F=  و
3

1
2Iz i
α+ = +  

 
.    

       A�%2و ( )
i

F I G Iz z e z z

π
−

− = −   

أي     
3 3

(5 1 ) 1
2 2Fz i i i
α α+ +

= − − − + +  

: إذن     
1 5

2 2Fz i
α α− − −   = +   

   
.   

��5Gب  .3     Az z− وF Ez z− .   
    5 (5 )F Ez z i i iα α− = − − = −   و −

  

     5G Az z iα− = −  

    A�%25و 1

(5 )

i
G A

F E

z z i
i e

z z i i i

π
α
α

− −
= = = =

− − − −
 .  

  : ا �����ج    

��I1G أن     A

F E

z z

z z

−
=

−
argو  (2 )

2
G A

F E

z z

z z

π
π

 −
= − 

   

M&EFن     AG= و( ) ( )EF AG⊥  .  

�5F����   )أ .4       Ez z iα− = − N�*�Aو  − Ez z−   

]أي     ]1
( 1) ( 5)

2A Ez z iα α− = − + + −.   

   A�%و
[ ]

2 2

2( 5 ) (1 ) ( 5)

(1 ) ( 5)
F E

A E

i iz z

z z

α α α

α α

− − − − −−
=

− − + −
      

أي   
2 2

2 2

(2 12 50) (2 10)

(1 ) ( 5)
F E

A E

z z i

z z

α α α
α α

− − + + −
=

− − + −
.  

  &� ا�)�4%�� �-�� أن ا�-�د ا���آF  Nو A،E )ب         

  F E

A E

z z

z z

−
−

�دا ��4�45  .  

    A�%و
2

2 2

2 10 0

(1 ) ( 5) 0

α

α α

 − =


− + − ≠
   

5αإذن      5αأو = = − .  

Q%5Az أ9P  )%ـ          i= 5Azأو− i=  Q	��  

.ا�)*���R�I S4 أن       0AB AC =
���� ����

 �T4ا�� A�8  ,�)��  Aو
)إ�V ا��ا�Uة      )C .  

)��I أن )د           )A C∈ نM&( ) ( )AB AC⊥  A�%و  
   ABC �& �U�� F8W%.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  2013/2014: ا���� ا��را���                                                                           -���ر   - ������ �� ا�	��� ه��� 
        ر�����ت  : ا�.-��                                                       ,+*�( ا��	���ر�� ا�)'����� &� %�دة ا����"��ت 

ع ا
ول�)2(ا��
  :ا�(�)'ا������ ♣ 

        E4ا�� ����(1;2;3)�A،(3;5;4)B (1;5;0)وC  
  1. F8Wا��ABC I عZ"[9 %)��4\ ا-]��:  

  (0;3;3)AB
����

 ،( 3;3;0)AC −
����

)و    3;0; 3)BC − −
����

 .  

   A�%2و 2 20 3 3 3 2AB AC BC= + + = = =.  
  2. (1;1: 1)n −

�
)_-�ع ��^�� ���8)�ي  )ABC9-]��I:  

      . 0(1) 3(1) 3( 1) 0AB n = + + − =
���� �

  و  

  . 3(1) 3(1) 0( 1) 0AC n = − + + − =
���� �

  

nأي    
�

Q% 9آ V8��دي AB
����

ACو 
����

 .  

): إذن     ; ; ) ( )M x y z ABC∈  أن ��-�. 0CM n =
����� �

 .   
)أي     0) ( 5) ( 1) 0x y z− + − − − =.  

)وأ`��ا %-�د��     )ABC  4: ه� 0x y z+ − − =.  
   . ABC%�آa �94 ا��G F8W)  أ  .3  
: إذن    

; ;
3 3 3

A B C A B C A B C
x x x y y y z z z

G
+ + + + + + 

 
 

  

  A�%(2;4;2)وG.  
)ا���)��4 ) ب     )∆ ���  �T4���IGا���)�ي �و�-�%

( )ABC ��(-� أن Q	�� أي( ; )G n
�

  ��4(��8� �8-%( )∆،  

 A�%و( ; ; ) ( )M x y z ∈ ∆ :&�	� 

2

4

2

x k

y k

z k

= +


= +
 = −

 k ∈ℝ.  

)�Q% �T4 ا���)c5Z�S  ��4 أن ) Pـ )∆.  

  2 2AS AB=   :&�	�
2 2 2( 1) ( 2) (1 ) 18t t t− + + + − = .  

23أي  6 18t + =  A�%و{ }2; 2t ∈ −.  

 A�%(0;6;4)وS (4;2;0)أوS.  
),�)�� إ�FV)د  FGCو FGA،FGBو%�A ا���W8Wت∆(

��U��GA و%)����4 ]ن  GB GC= = A�%و
FA FB FC AB= = =  .  

� ا��FABC �f(�% g�P: ذنإ�Iر .  

 •21 1 1 3

3 3 2 2ABCV S FG AB FG
 

= × = × 
 

.  

  �����( 2; 2;2)FG − −
����

 A�%2و 3FG =.  
9: إذن   .V u v= .  

4.  �����( 1; 4;1)FA − −
����

)و   3;0; 3)BC − −
����

   

A�%و. 0FA BC =
���� ����

  .  
)ا���)���4ن: إذن  )FA  و( )BC  ان�%�-(%.  

]%�)+T� i-� ا���)(�I  ��4	Q) أ .5      ]FG .  

|| || 6MG MF+ =
����� ����

 �:&�	|| || 6MI IG MI IF+ + + =
���� ��� ���� ���

   

||أي  || 6MG MF+ =
����� ����

  :&�	�2 6MI =
����

  
)ا��'���:إذن )S  ه�aة ا�)� %�آ�	( ا�T� ه�I i+و�

  .  �T�3ه� 
),�)�� إ���II V أن )  ب       Mن & ∆(

( ; ) 3IG d ABC I= =.  
  �)و%�A ا��'�� )S وا���)�ي( )ABC  �& ن�-m�4(�

2و�+�T� iه�  Gدا�Uة %�آaه� 23 ( 3) 6r = − =.  

���وي  ��IABC أن %)��E ا��F8W ا��)��4\ ا]"Zع

3 6

2
&Mن  

2 3 6
6

3 2
AG

 
= = 

 
 .  

)ا��'��� : إذن  )S وا���)�ي( )ABC  �& ن�-m�4(�
 F8W���I �T�*ة ا���UداABC.  

  
  
  
  
  
   
  
  
  
    
  
  
  

  :ا������ ا�(��+♣ 

       1.f V8 �&�-%[0; ):Iـ ∞+] ) 1f x x x=− + +    
1)    أ           2α≤ ≤ .  

  
  ) ب         

  
0إذا آ�ن •    x α≤ M&(0)ن ≥ ( ) ( ) 0f f x f α≥ ≥ =.  
xإذا آ�ن  •   α≥ نM&( ) ( ) 0f x f α≤ =.  

    )fا��'�ل V8 �%��, �+���(%[0; [+∞ (

+∞                α            0    x  
-       0           +1  ( )f x  



  2013/2014: ا���� ا��را���                                                                           -���ر   - ������ �� ا�	��� ه��� 
        ر�����ت  : ا�.-��                                                       ,+*�( ا��	���ر�� ا�)'����� &� %�دة ا����"��ت 

ع ا
ول�)3(ا��
)ا��))����   .2 )

n
uV8I: 0ـ  ℕا��-�&�  1u =   

         �-��m د�n،1و %Q أ9P آ9  1n nu u+ = + .  

2u  ��1و ��51uب ) أ         1 1 1+ + +.  

1 2 1.414u = = ،2 1 2 1.554u = + و =

31 1 1 1 1.598u+ + + = = .  
V8 ا�@���o ا�)����  ) ب        2Pا�(��I Qه���:  

�د Q%  �-��m أ9P آ9 n،1
n

u α≤ ≤.  

  • 9Pأ Q%0n = ،0 1u 01أي  = u α≤ ≤.  

�1[�ض أن•  
n

u α≤ ≤  9Pأ Q%0n ≥ .  

�11��هQ أن •  
n

u α+≤ ≤.   

  �����1
n

u α≤ ≤  A�%2و 1 1
n

u α≤ + ≤ + .  
  و��I أن ا��ا�� ا�';ر ا�)�a(% �-�Iا��ة &Mن 

2 1 1nu α≤ + ≤ +  A�%و

1 2 1 1nu α α≤ ≤ + ≤ + =  

) ]ن  ) 0f α =.  

11: إذن 
n

u α+≤ ≤ .   

 �-��m د�n،1وأ`��ا، %Q أ9P آ9 
n

u α≤ ≤.  

�1���� P  (ـ        ( )
n n n

u u f u+ − 1و =
n

u α≤ ≤  .  
)��I أن  ) 0f x V8 ا��'�ل≤ ��P�%[0; ]α نM&

1 0
n n

u u+ − ≥ .  

)ا��))���� : إذن  )
n

uV8  . a(%ℕا��ة 

)ا��))����  • )
n

u  إذن �R& V8%)aا��ة و %*�ودة %Q ا]

�Iأي . %)�4رlim
n

u l=.  

�lim���� )د        
n

u l= �%و A1l l= أي   +
( ) 0f l l: إذن   = α=.  

( ) 0f α =   :&�	�2 1 0α α− − =  

أي 
1 5

2
α

+
أو =

1 5

2
α

−
= .  

��I0 أن
n

u &Mن  <
1 5

2
l

+
  )ا�-�د ا�;ه�� ( .=

  :ا������ ا��ا-,♣ 
            ،  �%��, NP�% �4�45 د�kf  �&�-ا�� ا���ا�

V8ℝ ـI :( ) 1 k x
kf x x xe= − +.  

I - kg V8):Iـℝدا�� %-�&�  ) 1 (1 ) k x
kg x kx e= + +.  

     1.   kg V8  و Z� �8I��ℝ_)�4ق 

              ' ( ) (2 ) kx
kg x k kx e= +   

      •' ( ) 0kg x =  :&�	�2 0kx+ أي  =
2

x
k

= −.  

  :إذن      
    
  

0�د NP�% �4�45 ,��%�  و     kxe > .  
  .Pkg�ول ,��vات ا��ا��  .2     

    
  
  
  
  
  
)P N�52�ول ا�)��vات           ) 1 0kg x e−≥ − > .  

)، Q%x أ9P آ9 �د �4�45: إذن        ) 0kg x > .  
     II -1. )أ ����(0) � 1kf = −.  

)2��P ا���*���ت:إذن            )kC I ��,���T4�(0; 1)I −.  
   )ب           

            •lim ( ) 1 lim (1 )kx
k

x x
f x x e

→−∞ →−∞
= − + + = −∞  

             •lim ( )k
x

f x
→+∞

= +∞  .  

))Pـ           )D V�*��8� 9U�% ��4 %�4رب(�% ( )kC   
  :I−∞ 9-]��I'�ار           

            
1

lim ( ) ( 1) lim 0kx
k

x x
f x x kxe

k→−∞ →−∞
− − = =.   

  
        2. •kf V8  و Z� �8I��ℝ_)�4ق 

              ' ( ) 1 (1 ) ( ) 0kx
k kf x kx e g x= + + = >   

  .a(%ℝا��ة ,��%� kf  V8ا��ا�� : إذن          
  .Pkf�ول ,��vا,�R ا��ا�� •             

      
   
  
  
  
  
  

k

k

+∞         2/ k−          −∞    x  
         +       0       -      ' ( )kg x  

+∞         2/ k−          −∞    x  
                +0       -      ' ( )kg x  

  
  

                21 e−−   

  
( )kg x  

  

+∞                            −∞    x  
                            +  '( )kf x  

+∞  
  
                                    −∞  

  
( )kf x  

  



  2013/2014: ا���� ا��را���                                                                           -���ر   - ������ �� ا�	��� ه��� 
        ر�����ت  : ا�.-��                                                       �)'����� &� %�دة ا����"��ت ,+*�( ا��	���ر�� ا

ع ا
ول�)4(ا��

)%-�د�� ا����س) أ .3         )∆  V�*��8�( )kC:  

   �����' (0) (0) 2k kf g= (0)و = 1kf = −  A�%و  
' (0)( 0) (0) 2 1k ky f x f x= − + = −  

'��I أن) ب         ( ) ( )k kf x g x= نM&'' '( ) ( )
kkf x g x=  

S�� ��% �����'' ( )
k

f x ����-�م 
2

k
��ه�  − A,إ_�ر ��vو�  

ا���T4  :إذن 
2 2

; ( )k kF f
k k

 − − 
 

  V�*��8� ف�T-ا� �T4�

( )kC 22، أي 2
; (1 ) 1kF e

k k

− − − + − 
 

 .  

دا�� %�)��ة  P N�5kf�ول ا�)��vات) أ  .4        
و  [1;0]و%)aا��ة  ,��%� V8 ا��'�ل

(0) (1) 0k
k kf f e× = − <.  

�د �4�45 و�5��ه�� ا���4 ا��)��N�5 �T %� :إذن   �P��
α ا��'�ل Q%]0;1[  F�*I( ) 0kf α =.  

 )α95 �ـ�8-�د��( ) 0kf x = (  

)Q�I1 ا���T4  ا����&� (�d	Q ) ب           ; ( ))N fα α
)وا���)��4  )D.  

  A�%و
2 2

| 0 1| 1

21 ( 1)
d

α α− − −
= =

+ −
) .( 1 0)α − <(  

)�1���� أ��3  ) 0f α = A�%1وeαα α= − .  

/: إذن  2d eαα=.  
، Q%x أ9P آ9 �د �4�45 )  أ .5        

( ) ( ) ( 1 ) ( 1 )kx kx
k kf x f x x xe x xe−+ − = − + + − − −    

)  أي  ) ( ) 2k kf x f x−+ − = − .  
  :ا}�)�)�ج •  
)إذا آ��|  ; ( ))kM x f x Q% �T4�( )kC  نM&

'( ; ( ) 2)kM x f x− − − Q% �T4�( )kC−.  
 i+(�% أن ��Iو[ ']MM  �T40)ه� ا��; 1)I &Mن −

( )kC  و( )kC−  �T4�8� ������I Q��^��(%I.  
)1ا���*�V ) ب           )C−.   

III -   
0 kx

kI xe dx
λ

= −∫   F�5 ،0λ <.  

Q%0x أ9P آ9 �د �4�45  .1       ≤ ،

( 1) ( ) 0kx
kx f x xe− − = − ≥.  

)ا�*�a ا��*�د V�*����I%���5  ه� kI:إذن  )kC  

�R,{0x وا���)���4ت ا�)� %-�د = ،x λ= 1وy x= −.   

      2.  
0

1
x

I xe dx
λ

= −∫  

  23�
( )

'( ) x

u x x

v x e

= −


=
 A�%و

'( ) 1

( ) x

u x

v x e

= −


=
   A�%و  

  
0 0

1 ]x x x
I xe dx xe e λλ

= − = − +∫  

1: إذن   1I e eλ λλ= + −.  
 • 11

λ -
lim I
→ ∞

= .  

  •V�*����I د�ا��* a�*أن %���5 ا� ��-, ���Rا�� g;ه( )kC 
) ا���)��4%*�ر ا�)�ا,�N وو )D 1,��وي.    

      3.  23�
( )

'( ) kx

u x x

v x e

= −


=
 A�%و

'( ) 1

1
( ) kx

u x

v x e
k

= −



=

    

  A�%و 
0 0

2

1
]kx kx kx

k

x
I xe dx e e

k k
λλ

= − = − +∫  

): إذن     )2 2

1 1 k k
kI ke e

k k

λ λλ= + −.  

  •
2

1
k

λ -
lim I

k→ ∞
=   ) .0x

x -
lim xe
→ ∞

=(  

  
 

(D)

(C   )

(C   )

(∆)(∆)(∆)(∆)
1

-1

2 3 4-1-2-3

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

i
→

j
→



0 1

1

x

y

O

A C

B

C'

B'
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ع �)1(ا�(�)'ا��
  :ا������ ا
ول  ♣

I -  
22( 1) 2 ( 5 1) 0z i + + + + = ).......1(  

)1  (  :&�	�( )
2

2( 1) 2 ( 5 1)z i i + = + +
 

 .   

)أي  )1 2 ( 5 1)z i i+ = − + أو +

( )1 2 ( 5 1)z i i+ = + +  .  

5: إذن  2z i= 2)أو  − 5) 2z i= − + +.  

II -  E4ا��A،B وC V8 �R45ا��  N�,�(ا�
1 2Az i= − + ،(2 3)Bz i= 5و − 2Cz i= +   

|��5ب  .1؛ |Cz و| |B Az z−.  

     •| | 5 4 3Cz = + =  

    •| | |1 3 | 2B Az z i− = − =  
و�+O  i,�)�� إ�V ا��ا�Uة ا�)� %�آaه� C: إذن   

و�+A  iه� ,2m�4 ا��ا�Uة ا�)� %�آaه� Bو  �T�3ه� 
  .%2 %*�ر ا�)�ا,��T�2  Nه� 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

2. 3
( )

1 5
( )

2

i

S B B A Az e z z z

π
+

= − +  A�%و  

( )
1 5

(1 3)(2 3 1 2 ) 1 2
4S Bz i i i i i

+
= + − + − − +  

)أي )
1 5

(4) 1 2
4S Bz i

+
= − )وأ`��ا + ) 5 2S Bz i= +  

): إذن  )S B C=  
') أ  .3 2C A Cz z z= ' أي − 2 4 5 2Cz i i= − + − −  

  A�%و' (2 5) 2Cz i= − + +  

�) ب   �Iأن ا�� ��I' 'BC B C  نM& عZ"ازي أ�(%
 �T4ا��'B  �T4ة ا����f�  ه�B  �T4�8� ������IA.  
 A�%و' 2B A Bz z z= −   

': إذن  2 (2 3)Bz i= − + +.  

)Pـ   
  

' (2 5) 3B Cz z i− = − + +
5و          3B Cz z i− = − −  

  A�%و' ( 2 5 3)( 5 3)

8
B C

B C

z z i i

z z

− − − + − +
=

−
  

'أي   31 5 1 5
(1 3)

4 2

i
B C

B C

z z
i e

z z

π
−− + +

= − =
−

 .  

  :����� ) د         

' 31 5

2

i
B C

B C

z z
e

z z

π
−− +

=
−

31و  5

2

i
C A

B A

z z
e

z z

π
− +

=
−

  

:إذن
' 1 5

2

AC CB

AB CB

+
= =

 
)و ; ) ( '; )AB AC CB CB=

���� ���� ���� ����
  

  :ا�(�)'ا������  ♣

    I -     a،b وc  F�5 ��-��m اد�1 :أ a b c≤ ≤ ≤ .  

           ����� 46
a

b c+ 545و =
a

bc =   A�%و  
         4 6b c a+ = 25و + 4 5bc a a= + +    
         b وc  ����(ا��-�د�� ا� Z5 ه��: 

2 22(2 3) 5 4 5 0x a x a a− + + + + =)....1(  

           A�%24و( 8 4)a a∆ = − + + .  
,4�9 �85ل إذا و&E4 إذا آ�ن ) 1(ا��-�د��           

2 8 4 0a a− + + ≥.  

         2 8 4 0a a− + + ≥ :&�	�2( 4) 20a − أي  ≥

[4 20;4 20]a ∈ − +.  
           Q% �%��, ��أآ �-��m د�M&7aن ��I6 أن  أو =

8a =.  
7aإذا آ�ن•          ∆M&11ن =  ��\ ��R) 1(ا��-�د�� (  =

 �&  95ℕ.  
8aإذا آ�ن •         ∆M&4ن = ) 1(و%�Z5 A ا��-�د��  =

  . 21و  17ه�� 
��Ib أن             c≤  نM&17b 21cو = = .   
8a:   وأ`��ا           = ،17b = ، 21c = .  
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ع �)2(ا�(�)'ا��
II -     �21-)�� ا��-�د�� 17 8x y− = )....1 ( F�5 ،x 
  .y  Q%ℕو 

0) أ  .1       0( ; )x x 1(95 ��8-�د�� ( :&�	�

0 021 17 8x x− =.  ��U��W1(95 ��8-�د�� (2;2)إذن ا�.(  

2&�) 1(95 ا��-�د�� ) ب          
ℕ .  

         �����
0 0

21 17 8

21 17 8

x y

x x

− =


− =
   A�%و

0 021( ) 17( )x x y y− = − )..2(  

/017:  إذن         21( )x x− (21;17)و 1PGCD =   

)/017و%�N�5 A %��ه�� ��ص          )x x−  أي

0( ) 17x x k− = 2% k ∈ℕ .   

         Q%2(و ( V8 9+*�021(17 ) 17( )k y y= −.  
ه�) 1(وأ`��ا  %'��� �85ل ا��-�د��         

{ }(17 2;21 2),k k k+ + ∈ℕ .  

])  أ  .2       ]09 1 13≡ ،[ ]19 9 13≡ ،[ ]29 3 13≡ ،

[ ]39 1 13≡.  

 �-��m د�]،   Q%k أ9P آ9  ]39 9 13k r r+ ≡ F�5

{ }0;1;2r ∈.  

  .3،  9،  1: ه�  13�I9n  V8ا�� ����: إذن 
)) ب         ; )α β  أن �)  1(95 ��8-�د�� ��-

17 21 8β α= − .  

      [ ]34 20 21 17 10 213 9 2 9 9 2 13β α β α+ +− − ≡ − − 

 A�%و  

      

[ ]
[ ]

[ ]

34 20 21 21 2 21

2

3 9 2 9 9 2 13

                            9 1 2 13

                            0 13  

β α α α+ +− − ≡ − −

≡ − −

≡
  

))  أ  .3       ; )x y  و )1(95 ��8-�د��[ ]0 4x أي و ≡

17 4(21 2)

4

y

x

λ
λ

= −


=
 .  

(4;17)و 4/17y:  إذن       1PGCD =  N�5 A�%و

/4%��ه�� ��ص  y . أي[ ]0 4y ≡         .  

))  ب    ; )x y  و ) 1(�85ل ��8-�د��( ; ) 4PGCD x y =. 

]:إذن   ]0 4x ]�-�� أن ≡ ]17 2 0 4k + 4أي ≡ 2k γ= + .  

  

          A�%17)4و 9)x γ= 21)4و + 11)y γ= و  +
(17 9;21 11) 1PGCD γ γ+ +  و ����� أ��3. =

(17 9;21 11) (17 9;2)PGCD PGCDγ γ γ+ + = + .  
)]ن (           ; )x y  1(�85ل ��8-�د��( (  

17):إذن 9;21 11) 1PGCD γ γ+ + �2γ-�� أن   = β= .  
  ، Q%�-��mβ أ9P آ9 �د : وأ`��ا        

)ا�)� �	�ن %Q أ�R8P ) 1(�85ل ��8-�د��  ; ) 4PGCD x y =  
136 :ه�          36x β= 168و  + 44y β= +   .  

  : ا������ ا�(��+ ♣ 
      E4ا�� ����1)�; 1;2)A −،(3;0;4)B 3;3)و; 2)C −  

AB.��5ب ا�'�اء ا����8  .1     AC
���� ����

  

      (2;1;2)AB
����

;4;2) و 4)AC −
����

.   

   A�%و. 4 4 8 0AB AC = + − =
���� ����

)أي   ) ( )AB AC⊥.   
  . ABC F8W% �& �U��A: إذن    
G• )أ  .2     }%�P( ا�'��8   }( ;3),( ; 2),( ;1)A B C−  

     A�%0;0)و; 2)G −     .  

            •I  ��4(ا��� �-T� i+(�%[ ]AC.  
     A�%(0;1;2)وI      .  

GI(2;1;2)����� ) ب       
���

ABأي  GI=
���� ���

.  
   ��Iا�� A�%وABIG عZ"ازي أ�(%.  

)) أ  .3     1;1; 4)AG − −
����

،( 3;0; 6)BG − −
����

    و 

   ( 3; 3;0)CG − −
����

.  

     A�%2و 18AG =،2 45BG 2و  = 18CG =  .  
2)  ب         2 23 2 18MA MB MC− + =)....2 (  

     )Pل وا����_ ��Z  :,+�( ) (��IG )2-��ل 

  2 2 23( ) 2( ) ( ) 18MG GA MG GB MG GC+ − + + + =
����� ���� ����� ���� ����� ����

  

أي   
2 2 2 22 3 2 18MG GA GB GC+ − +   ]ن  =

   2 .(3 2 ) 0MG GA GB GC− + =
����� ���� ���� ���� �

  

22,	�&:  ) 2: (إذن     36MG =.  
   E4ا�� �ه�  ) Q%)2 ا�[�3ء ا�M S4*, �(وأ`��ا %'��

     gaآ�ة %�آ )T�G g�T� i+3و� 2.  

  4.( )S  ة�	ا� )T�  gaا�;ي %�آG g�T� i+3و� 2 .  

) )أ         ; ; ) ( )M x y z P∈  :&�	�. 18MGV = −
����� ��

 .  

)��I أن    ; ; 2 )MG x y z− − − −
�����

)و  6; 6;0)V − −
��

&Mن.

. 18MGV = −
����� ��

  :&�	�6 6 18x y+ = −  .  
)إذن ا��-�د�� ا���	�ر,�� �ـ      )P 3ه� 0x y+ + =.
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ع �)3(ا�(�)'ا��

)ا���)��4 ) ب        )∆ �T4���I ���G  �%�-و�( )P أي ،  

   (1;1;0)n
�

)ا�.-�ع ا���^�� �ـ   )P  ـ� A�P�, ه� _-�ع  
   ( )أي �-)�� ∆( ; )G n

�
 ��4(��8� �8-%( )∆ .  

   A�%و( ; ; ) ( )M x y z ∈ ∆:&�	�

2

x t

y t

z

=


=
 −

2%t �4�45 د�.  

}: ا}�)�)�ج •     } ( ) ( )H P= ∩ ∆.  

    A�%3و 0t t+ + أي   =
3

2
t = −.  

: وأ`��ا    
3 3

( ; ; 2)
2 2

H − − − .  

),-��Q ا�-���o ا����aة ��8'���) Pـ        ) ( )P S∩ .  

    •
3

( ,( )) 2 3 2
2

d G P GH= = < A�%و  

  ( ) ( )P S∩ه�aة ا�)� %�آ�Uا�ه� ا�H ه��T� i+و�  

  r    F�52 2 3
(3 2) 6

2
r HG= − =  .  

)ا���)��4  .5   )D���(ا� �Tا���� A8�W�(I ف�-% :
1 2x k= − 2و − 2y k= − 8zو + k= −  .  

        2%k�4�45 د�.  
 •( ) ( )D P⊂ ن[( 1 2 ) ( 2 2 ) 3 0k k− − + − + + = .  
 •( )D �T4���I ���( 1; 2;0)E − )و��ازي − 2;2; 8)u − −

�
  

      �����( 2; 1; 2)AE − − −
����

2uو  AB AC= − +
���� �����

  
),�)�� إ�E Vأي أن     )ABC  وu

�
Q% ع�-_( )ABC .  

) :إذن     ) ( )D ABC⊂ . )AE AB= −
���� ����

(   
)ا���)���ن : وأ`��ا  )Pو( )ABC �& ن�-m�4(�( )D .  
 
  : �ا-,ا������ ا� ♣
I -    • ا���ا�lnx x֏ا��'�ل V8��Z� �8I_)�4ق 

]0; و  ∞+]
1

(ln ) 'x
x

= A�%و
x 1

lnx - ln1 1
lim = = 1

x - 1 x→
  

أي     
x 1

lnx
lim = 1

x - 1→
  .  

     •23�1X x= −   A�%و  

   
x 1 X 0

lnx ln(X +1)
lim = lim = 1

x - 1 X→ →
.
 

  

 II -   f  ا��'�ل V8;1]دا�� %-�&�    :Iـ   ∞+]

( )2( ) ln 1f x x x= + )و  − )fC ����ا� �R8�W�, �.  

Q%1x أ9P آ9 �د �4�45) أ .1 ≥ ،

2
2 2

1 1
ln (1 ) ln 1 1x x x

x x

    
+ − = + −         

  

   A�%و
2

1
( ) ln ln 1 1f x x

x

 
= + + − 

 
 .  

)2 | |x x= ،ln ln lnab a b= + 2%0a > ،0b >  (  
Q%1x أ9P ) ب   ≥ ،

2
2

1 1 1
1 (1 )

1 1

x x x
x x

x x x x

 − −
− = − 

+ + 
    

2أي  
2

1 1
1 ( 1) 1

1

x
x x x

x x

 −
− = − = − 

+ 
 .  

  Z� �8I�� ���19-]��I_)�4ق ��    fا��ا�� ) Pـ   

  
2

1 1

1
ln(1 ln(1 ))( ) (1) ln

lim lim
1 1 1x x

f x f x x

x x x→ →

+ −−
= +

− − −
  

   
2

1

2

1
ln(1 ln(1 )) 1 1

lim
11

1
x

xx

x x

x

→

+ − +
× = +∞

−
−

     A�%و  

  
1

( ) (1)
lim

1x

f x f

x→

−
= +∞

−
 )

21

1
lim 1 0
x x→

− = (  

)ا���*�V : إذن     )fC س %�ازي ��*�ر��% i+� 9�4�  
           �R(8o�& �(ا� �T4ا�� �� N�,�(1ا�.  

2 )أ .2 1
x x
lim f ( x ) lim ln( x x )
→+∞ →+∞

= + − = +∞ .   

V8 ا��'�ل ��Z� �8I_)�4ق دا��  f )ب        ]1;   و ∞+]

        
2

2 2

2
1

12 1 0
1 1

x

xf '( x )
x x x

+
−= = >

+ − −
 .  

  .Pf�ول ,��v ا��ا�� •    
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ع �)4(ا�(�)'ا��
)ا���*�P(  Vـ   )fC.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)%A Qا���T4 ) أ .3      )fC  (0;1)أيA. آ;ا�� ،B   

  Q% �T4�( )fC  �R(8o�&3  3)أي; (3))B fF�5  

(3) ln(3 2 2) 2ln(1 2)f = + = +.  

  • F8W�5 ا����%ABQ (3),��ويf.  
  •9�T(�5 ا�����%APBQ  2,��وي (3)f.  

  %*+�رة Q�I %���5 ا��c5Z�S  F8W أن ا�����5 ) ب    
 ABQ 9�T(و %���5 ا���APBQ.  

2ln(1 :إذن   2) 4ln(1 2)S+ ≤ ≤ +  
   

III -  g  ا��'�ل V8;0]ا��ا��  ا��-�&�  :Iـ   ∞+]
2 1

( )
2

x

x

e
g x

e

+
)و  = )

g
C �����ا� �R8�W�,.  

Q%0x أ9P آ9 �د �4�45  .1       ≥   �����،
2 22 1 ( 1)

( ) 1 0
2 2

x x x

x x

e e e
g x

e e

− + −
− = = ≥.  

Q%0x أ9P آ9 �د �4�45: إذن   ≥   ،( ) 1g x ≥ .  
))  أ .2       ) ( ( ))g f x g f x=�  A�%و  

   
2 ( ) 2 2

( ) 2

1 ( 1) 1
( )

2 2( 1)

f x

f x
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 ن(5): انتمريه انخامس 
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   غثٍؼح انرحٌٕمh R . 

h R  ّ ٕ ذشات ْ ّ 3kيثاشش َغثر   ّ ٔ صأٌر
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  ِ ّ انًشكثح ٔ ػُاصش 5ػثاسذ
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ٕ انُمطح انصايذج   حٍث     5انًشكض ْ
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  -0-غشٌمح
 C  دائشج يشكضْا  5تحٍث h R    ٔ

3rَصف لطشْا    

  3 1 3Z i
      ّ ٔ يُ 3 1; 3    

     
2 2

: 1 3 3 3C x y      

 -4-غشٌمح 

 1C  صٕسج C  ٌتانذٔساR  

 1C  1يشكضْا  5حٍث  1R   َصف لطشْا ٔ 

    1r      5حٍث
1

1 1Z iZ i i      

  C  صٕسج 1C  ً   hتانرحاك

   C  يشكضْا  5 حٍث 1h    َصف لطشْا ٔ 

   3r       5 حٍث
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راسيةنویة مصطفى مصطفاي  ندرومة                                  2013/2014:السنة ا

ضي                  قسم السنة الثال  ات ونصف04: المــــــــــــــــــــدةثة تقني ر سا

الإمتحان التجریبي في مادة الریاضیات
لى الخيارالج  ين  د الموضو أ

الموضوع الأول 

تمرن الأول )ن03.5(:ا

)لتكن  )E ة الثنائيات )مجمو ; )x y من  ث 11ح 3 65x y 

0ين الثائية /1 0( ; )x y ة مو )من ا )E 2و التي تحقق
0 02 3 11x y 

11المعاد2ل في /2 3 65x y 

)ين الثنائيات /3 ; )x y من( )E ث 5xح   5وy  

تمرن الثاني )ن05(:ا

س المربالمستوي ا عامد وم سوب لمعلم م )م ; ; )o u v
 

;نعتبر النقاط ،  ; ;D C B A ب لى الترت لواحقها 

9 3 ; 2 3 ; 2 ; 3D C B Az i z i z z i      

اشر /1 شابه م ل ي يحول النقطة Sأكتب العبارة المربة   Dإلى النقطة Bويحول النقطة Aإلى النقطة Cا

ت أن )أ/2 ;0)أث 3) شاب ه ين وSهمركز ال وزاویته kس

ACما طبيعة المثلث ) ب

)مرجح الجمGين لاحقة النقطة  )أ/3 ;1);( ;2);( ; 2)A C 

ة النقط )ب ث zذات اللاحقة Mين مجمو 22:   ح 22 ( ) 25 2A Cz z z z z z     

تمرن الثالث )ن04.5(:ا

س  ا عامد وم سوب لمعلم م )الفضاء م ; ; ; )o i j k
  

)نعتبر النقط  1;0; 6) ; ( 1;0; 2); (1;1;2)C B A   

)ليكن /1 )p ة النقط )مجمو ; ; )M x y z ث 2من الفضاء ح 2 1MA MB 

)بين أن )pهو مستوي یطلب إعطاء معادلته

ة  4من 1الصف



)لتكن /2 )S ث ة النقط من الفضاء ح 2مجمو 2 2 2 2 2 6 0x y z x y z      

)بين أن  )S رة یطلب تعيين مركزها Rونصف قطرها هي سطح 

3 /G لعلاقة 0GAنقطة من الفضاء معرفة  GB GC  
   

داثيات النقطة )أ ة Gين إ مو تمي إلى ا )ثم تأكد أنها ت )S

لمستوي )ب )أكتب معاد )q كرة ي يمس سطح ا )ا )S في النقطةG

تمرن الرابع )ن07(ا

(ا لى gنعتبر ا )2:بـ  المعرفة  ) 2 4 6x xg x e e  

ا/ 1 دول تغيراتها gأدرس تغيرات ا وشكل 

)المعادل في /2 ) 0g x  ج إشارة ج  ثم إست )ثم إست )g x لى

(ا قي fلتكن ا لى xذات المتغير الحق 2:بـ ال معرفة  21( ) ( ) 4( 1) 3
2

x xf x x e x e x    

( )C س ا عامد وم سوب لمعلم م حناها البياني في مستو م )م ; ; )o i j
 

ل /1 xبين أنه من أ  فإن'( ) ( )f x xg x

limأحسب /2 ( )
x

f x


limو   ( )
x

f x


ا/3 دول تغيراتهاfأدرس تغيرات ا وشكل 

ج وجود نقطة إنعطاف/ 4 )لمنحنى Iإست )Cالمماس نها ثم أكتب معاد )یطلب تعي ) لـلمنحنى( )CعندI

)رهن أن المعاد/5 ) 0f x د ل وح ل  1تق ;1
2

    

شئ المماس /6 )أ ) والمنحنى( )C

ة 4من2الصف



الموضوع الثاني 

تمرن الأول )ن04(:ا

داد المربة /1 ة الأ 2المعادل في مجمو 6 18 0z z  

1ليكن العدد المرب / 2 3 3z i 

لى الشكل الأسي 1zأكتب العدد )أ

ث 3zالعدد المرب نعتبر)ب 1: ح 3 6(cos sin )
12 12

z z i
 

 

ن )ت ج قيمتي العدد cosاست
12
 وsin

12


س/3 ا عامد وم سوب لمعلم م )في المستوي المربالم ; ; )o u v
 

;نعتبر النقاط  ;C B A ب لى الترت :لواحقها 

6 ; 3 3 ; 3 3C B Az z i z i    

ي مركزه )أ وران ا Bالنقطة إلىAويحول النقطةOين زاویة ا

عي )ب OACBماطبيعة الر

تمرن الثاني )ن05(:ا

س  ا عامد وم سوب لمعلم م )الفضاء م ; ; ; )o i j k
  

;1;1)نعتبر النقط 2); (0; 2;3); ( 1;2;4); (2;1: 1)D C B A   
)والمستوي  )P2ذي المعاد 1 0x y z   

ابين صحة أو خطأ ا لعبارات التالية مع التبرر في كل 

;النقط /1 ;C B Aتعين مستوي

2/8 11 0x y z    لمستوي كارتية  د )هي معاد )ABD

لمستقيم /3 تمثيل  الوسيطي  )ا )ACهو :
2
2 3
3 4

x t

y t

z t


  
  

كرة التي مركزها /4 6ونصف قطرها Dسطح ا
2

)تمس المستوي  )P

4النقطة /5 2 5( ; ; )
3 3 3

E  هي المسقط العمودي لـلنقطةC لى المستوي( )P

ة 4من3الصف



2 3 4

2

3

-1

0 1

1

x

y
تمرن الثالث )ن04(:ا

g ال لى ا معرفة  1دا ;
2
   

: بـ 
2

( )
2 1

x
g x

x



 ،

( )Cتمثيلها البياني مرسوم في الشكل المقابل

ل /1 1xبين أنه من أ  فإن( ) 1g x 

)نعتبر المتتالية /2 )nu 0المعرفة بـ 4u  1و ( )n nu g u 

ي )أ شئ المستقيم ا ابة ثم أ لى ورقة الإ د رسم الشكل  أ
yمعادلته  x لى محور الفواصل الحدود لم  3ثم  2 1 0, , ,u u u u

)ضع تخمينا حول تغيرات وتقارب المتتالية )ب )nu

دد طبيعي / 3 ل كل  لتراجع أنه من أ n :1nuرهن  

)بين أن المتتالية /4 )nuناقصة تماما م

ج أن / 5 )است )nuتها دد نها قاربة و م

تمرن الرابع )ن07(ا

(g لى ددیة معرفة  دا 0;1: بـ( ) ln
2 1
x

g x x
x


 



ين /1
0

lim ( )
x

g x


limثم  ( )
x

g x


اأدرس / 2 دول تغيراتها gإتجاه ا وشكل 

)بين أن المعاد/ 3 ) 0g x  د ل وح ل  1.8تق 1.9  ج إشارة )واست )g x ال لى ا 0;

(f ال لى ا ددیة معرفة  دا 0; 2: بـ

2ln( ) x
f x

x x



،( )C س ا عامد وم حناها البياني في معلم م )م ; ; )o i j

 

أحسب /1
0

lim ( ) ; lim ( )
x x

f x f x
 

وفسر النتائج بيانيا 

ل كل )أ/ 2 بين أنه من أ 0;x   :2 2

2(2 1)'( ) ( )
( )

x
f x g x

x x


 



ج إتجاه تغير )ب دول تغيراتهاfاست شئ  وأ

)2بين أن )ت )
(2 1)
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)ثم أعط حصرا لـ  )f 

شئ المنحنى /3 )أ )C

ة  ى                                                  صف ته ق في البكالور4من4إ لتوف



)الموضوع الأول(:التصحیح 

11:  التمرین الأول 3 65x y 

1/
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0 0 0 0
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21
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x y
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3 3 4 3 411( 4)
GAUS x x kx     

11 11
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 ( ; ) / 3 4; 11 7s x y x k y k k      
3/

3 4 5 3 9

11 7 5 11 12
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2, 1,0,1

( ; ) ( 2;29);(1;18);(4;7);(7; 4)
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x y

  

   

:التمرین الثاني

3 ; 2 ; 2 3 ; 9 3A B C Dz i z z i z i      
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;0)إذن  3)  مركز التشابھ

3ونسبتھ  3k i  وزاویتھarg(3 )
2

i


  

قائم في ACالمثلث ) ب

) أ/ 3

2 2 3 2( 3 ) 2(2 3 )

1 2 2 1
3 4 ( 4;3)

A C
G

z z z i i i
z

i G
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7rونصف قطرھا Gدائرة مركزھا  
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)إذن  )p 4مستوي معادلتھ 2 8 0x y z   
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G تحقق معادلة( )S

Gالشعاع )ب
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(0; 2; 3)G  


0 3 0

0(1) ( 1) 3( 2) 0 7

x y z d

d d

   
        

3المعادلة ھي  7 0y z   

):التمرین الرابع

2( ) 2 4 6x xg x e e  

1/lim ( ) 6 ; lim ( )
x x

g x g x
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( ) 0 2 4 6 0

2 4 6 0
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3xe      1لاتقبل حل 0xe x  
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2 2 1
'( ) 1 2 ( ) 4 4 ( 1) 6

2
x x x xf x e e x e e x x      

( )xg x

2/lim ( ) ; lim ( )
x x

f x f x
 

   

;0)ولم تغیر إشارتھا النقطة 0المشتقة انعدمت عند/4 4.5)I 
نقطة إنعطاف

'(0)( 0) (0)
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y f x f
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مستمرة ومتناقصة تماما على fالدالة /5 0.5;1

(0.5) (1) 4.4 0.6 0f f    

حسب م ق م المعادلة تقبل حل وحید
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الموضوع الثاني

:التمرین الأول
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ومنھ زاویة الدوران ھي 
2




3)ب 3 ; 3 3C BOA BC
z i z z z i      

OAإذن  BC
 

مربعOACBالرباعي 

:التمرین الثاني

:صحیح لأن /1
3 2 3 1
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1 3 2 3

AB AC
     

        

 

:صحیح لأن /2

2 8(1) ( 1) 11 0     النقطةAتحقق المعادلة

1 8(2) (4) 11 0     النقطةB تحقق المعادلة

1 8(1) ( 2) 11 0     النقطةC تحقق المعادلة

لاتحق الجملة Aخطأ لأن النقطة /3

: خطأ لأن/4
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:لأن خطأ/ 5
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;1)غیر مرتبط خطیا مع  2,1)n 



:التمرین الثالث

(1)لدینا /1 1g  والدالةg متزایدة تماما على المجال

 1; 1إذن من أجلx  فإن( ) 1g x 

2/

)المتتالیة ) ب )nu متناقصة تماما  ومتقاربة



2 3 4 5
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u 0u 1u 2u 3
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0nمن أجل /3  0لدینا 4 1u  خ ص

1nuأي nنفرض صحتھا من أجل  

1nنثبث صحتھا من أجل  
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1إشارتھ من إشارة  nu

1 1 0n nu u    المتتالیة متناقصة تماما

)المتتالیة /5 )nu متناقصة تماما ومحدودة من الأسفل فھي متقاربة

limنفرض  n
x

u l




2

1lim lim
2 1n n

x x

l
u u l
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0l: بعد حل المعادلة نجد أن   1مرفوض وl 

:التمرین الرابع
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4
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3/g مستمرة ومتناقصة تماما على المجال 1.8 ; 1.9

(1.8) (1.9) 0.02 0.5 0g g   

حسب مبرھنة القیم المتوسطة المعادلة تقبل حل وحید 
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0xالمنحنى یقبل مستقیم مقارب عمودي معادلتھ  

0yالمنحنى یقبل مستقیم مقارب أفقي معادلتھ  
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2من    الصفحة ~ 1 ~
 

  2015/  2014 الدراسیة:السنة   2015/  04/ 30التاریخ :   ثانویة بلحاج قاسم نورالدین الشلف
   الثاني الموضوع  ریاضیات الشعبة:  ثانوي  3 المستوى:

 اختبار في مادة الریاضیات 

  التمرین الأول )50 (نقاط 
التالیة : zالمعادلة ذات المجھول المركب حل في مجموعة الأعداد المركبة   )1

  2 22 4 2 3 4 0z z z z    . 

في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  )2 , ,O u v
 

التي Dو B,AC,نعتبر النقط 

zلواحقھا على الترتیب  1 i 3, , 3C B A Az z z i       وD Cz z. 

, الأعداد المركبة أكتب   )أ  ,C B Az z z و Dz على الشكل الأسي. 

تنتمي الى نفس الدائرة  Dو B,AC,بین أن النقط   )ب  C . یطلب تعیین عناصرھا 

Dبین أنَ :   )ج  B

A C

z z
i

z z





عین قیسا للزاویة الموجھة ثم   ,CA BD

 
.                                                      

ماذا تستنتج بالنسبة للمستقیمین  AC و BD؟ 

الذي طویلتھ   nzنعتبر العدد المركب  )3
1

2n
و  

2

3

n
 عدد طبیعي .n عمدة لھ ، حیث 

nبـ :  nLونعرف العدد المركب      D nL z z .  

1أكتب كلا من العددین   ) أ 0,L L . على الشكل الجبري 

لتكن   ) ب nu :المتتالیة العددیة  المعرفة بـ n nu L   من أجل كل عدد طبیعيn. 

  بین أن المتتالیة nu . ھندسیة یطلب تعیین أساسھا و حدھا الأول 

  1النقط لتكن 0,..., ,nM M M 1صور الأعداد المركبة 0,..., ,nL L L . على الترتیب 

0، المجموع  nأحسب بدلالة  1 ...n nS OM OM OM   
  

limثم أحسب   n
n

S


  

  التمرین الثاني  )04  (نقاط  

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس    O ,i , j ,k
  

نعتبر النقط      1 3 2 0 1 4 1 2 3C ; ; ,B ; ; ,A ; ;   

و   4 2 5D ; ; 2 و الشعاعn i a j bk  
   

  عددان حقیقیان . b,a  حیث  

Cأ) بین أن النقط  .1 ,B ,A  تعین مستویا ABC  . 

nالشعاع  بحیث یكون b,aب)عین العددین الحقیقیین


للمستوي  اناظمی  ABC  عین معادلة دیكارتیة للمستوي ثم

 ABC. 

لیكن المستقیم  .2 ذي التمثیل الوسیطي:  

2 2

1

4

x t

y t ; t

z t

     
  

 

تنتمي إلى المستقیم  Dبین أن النقطة   )أ   وأن المستقیم  عمودي على المستوي ABC. 

على المستوي Dالمسقط العمودي للنقطة  Hعین إحداثیات النقطة   )ب  ABC. 

والمستوي Dة بین النقطة أحسب المساف  )ج  ABC. 

 .ABCھي مركز ثقل المثلث Hبین أن النقطة   )د 

أدرس تقاطع المستقیم  .3   مع المستوي O,i, j
 

.  



2من    الصفحة ~ 2 ~
 

   التمرین الثالث   )04 ( نقاط 

 .5على العدد  2nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي  )1

 عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  )2 4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n    حیث  5على العددnعدد طبیعي. 

 أولي .131بین أن العدد  )3

التي تحقق :  nعین الأعداد الطبیعة  )4
3 7 2 48

5

nm d

ab m

   



 

حیث ، ,d PGCD a b  و ,m PPCM a b.  

7بحیث یكون ،  nعین قیم  )5 15n   ثم استنتج الثنائیات ;a b. 

 التمرین الرابع   )07 (نقاط   

بـ : المعرفة على المجموعة  fنعتبر الدالة العددیة     21 2 xf x x e   

نسمي  fC المنحني الممثل لھا في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس , ,O i j
 

( وحدة الطول .

2cm(  

I. 1 أحسب نھایتي الدالة (f عند وعند.  

 عبارةأحسب  )2 'f x  من أجل كل عدد حقیقي x ثم استنتج اتجاه تغیر الدالة  ،f. 

 .fشكل جدول تغیرات الدالة  )3

حل المعادلة  )4  0f x  ثم استنتج نقاط تقاطع fC  الفواصل.مع محور 

أحسب  )5 1f ثم أرسم fC. 

التالیة : xعدد و إشارة حلول المعادلة ذات المجھول الحقیقي mناقش حسب قیم الوسیط الحقیقي  )6

     :E f x f m 

b,أ) عین العددین الحقیقیین  )7 a  بحیث تكون الدالةF : المعرفة بـ    2xF x ax b e   دالة أصلیة للدالةf

 .على 

المساحة  بدلالة و  ²cm ـ ب أحسب  ) ب S  المحدد بالمنحني  للحیز المستوي fC  و المستقیمات التي

معادلاتھا : 
1

, 0
2

x y   وx   حیث
1

2
   أحسب ثم lim S





. 

II.  نسمي        3 2 1
,..., ''' , '' , '

n
f f f f f f f    المشتقات المتتابعة للدالةf. 

n  ،بالتراجع أنھ من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم برھن  )1      22 1 2
n n xf x n x e  . 

المنحني  nمن أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم  )2  n
f

C  الممثل للدالة nf  حیث nf الدالة المشتقة من الرتبة

n للدالةf یقبل مماسا یوازي حامل محور الفواصل في النقطة ;n n nM x y.  

 . nyوnxكلا من  nأحسب بدلالة   )أ 

بین أن المتتالیة   )ب  nx  . أحسبحسابیة یطلب تعیین أساسھا و حدھا الأول lim n
n

x


. 

بین أن المتتالیة   )ج  ny  . أحسبھندسیة  یطلب تعیین أساسھا و حدھا الأول lim n
n

y


 

 

بالتوفیق و النجاح في البكالوریا  2015جوان  أستاذ المادة 

    



  الشعبة : ریاضیات       الثاني   التجریبي تصحیح الموضوع  

  العلامة  التصحیح 
  التمرین الأول   05 نقاط  
التالیة : zالمعادلة ذات المجھول المركب حل في مجموعة الأعداد المركبة  )1

  2 22 4 2 3 4 0z z z z    .    

  حل المعادلة  2 22 4 2 3 4 0z z z z    : 

  2 22 4 2 3 4 0z z z z      2یكافئ 2 3 4 0z z    2أو 2 4 0z z    

  : 2حل المعادلة 2 3 4 0z z   

حساب الممیز :       
2 2

2 3 4 1 4 12 16 4 2i          

2المعادلة تقبل حلین ھما :  1 1

2 3 2
3 i, 3

2

i
z z z i


       

0.5  

  2حل المعادلة 2 4 0z z   

حساب الممیز :       
22

2 4 1 4 4 16 12 2 3i         

  المعادلة تقبل حلین ھما :
2 2 3

'' ' 1 3, ' 1 3
2

i
z z i z i

 
         

0.5  

  المعادلةمجموعة حلول  2 22 4 2 3 4 0z z z z      : 

 3 ; 3 ; 1 3; 1 3S i i i i        
  

في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  )2 , ,O u v
 

نعتبر 

zالتي لواحقھا على الترتیب Dو B,AC,النقط  1 i 3, , 3C B A Az z z i       و

D Cz z. 

,أكتب الأعداد المركبة    ) أ ,C B Az z z  وDzعلى الشكل الأسي  

  

  كتابة الأعداد, ,C B Az z z  وDz:على الشكل الأسي 

  : 3لدیناAz i  

  حساب الطویلة  : 
2

23 3 1 2Az i      

  تعیین عمدة للعددAz  نضع : arg Az  

لدینا : 

3
cos

2

1
sin

2









 


ومنھ        2
6


        62أي

i

Az e


  

0.5  

  : 62ولدینا
i

B Az z e




   

 1 3Cz i   

حساب الطویلة :    
22

1 3 1 3 2Cz i         

 
 
 



: نضع : Czتعیین عمدة للعدد  ' arg Cz   

لدینا : 

1
cos '

2

3
sin '

2






 


  


ومنھ   
4

2
3


           إذن

4

32
i

Cz e


  

 
 
0.5 
 
  

  : ولدینا
4

32
i

D Cz z e




  

تنتمي الى نفس الدائرة  Dو B,AC,بین أن النقط   ) ب C . یطلب تعیین عناصرھا 

  
  

  أن النقط تبیان,B,AC وD  تنتمي الى نفس الدائرة C : 

  : 2لدیناA B C Dz z z z     2أيOA OB OC OD    

تنتمي الى نفس الدائرة  Dو B,AC,ومنھ النقط  C  ذات المركزO  2و نصف قطرھاr  

  

0.25  

Dبین أنَ : ج )  B

A C

z z
i

z z





ثم عین قیسا للزاویة الموجھة   ,CA BD

 
.                                                       

  تبیان أنD B

A C

z z
i

z z





ن قیسا للزاویة الموجھة یعیتثم   ,CA BD

 
: 

 :لدینا 

 
 

   
 

21 3 1 3 1 3 1 31 3 3

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3

D B

A C

i i iz z i i

z z i i i i

          
  

         
  

أي 
    

 
 
 

1 3 1 3 1 3 1 3

1 3 1 3 1 3 1 3

D B

A C

i i iz z
i i

z z i i

     
   

      
  

Dإذن  B

A C

z z
i

z z





  

  قیسا للزاویة الموجھة تعیین ,CA BD
 

: 

   , arg
2

CA BD i


 
 

  

0.5  

  ماذا تستنتج بالنسبة للمستقیمین AC و BD؟    

  الاستنتاج بالنسبة للمستقیمین AC و BD: 

 ,
2

CA BD



 

یعني      AC BD  
0.25  

الذي طویلتھ   nzنعتبر العدد المركب  )3
1

2n
و  

2

3

n
 عدد طبیعي .nعمدة لھ ، حیث  

nبـ :  nLونعرف العدد المركب      D nL z z .  

1أكتب كلا من العددین   ) أ 0,L L . على الشكل الجبري  

  

  1كلا من العددین  كتابة 0,L L  على الشكل الجبري: 

لدینا : 
4 2 0 4

3 3 3
0 0 0

1
2 2 1 3

2

i i i

DL z z e e e i
   

 

          

 
 
 



4 2 4 2 2

3 3 3 3 3
1 1 1

1 1 1 3
2 2

2 2 2 2

i i i i i

DL z z e e e e i
    

   

             

0   إذن   1 3L i                  1

1 3

2 2
L i    

 
 
0.5  

لتكن   ) ب nu :المتتالیة العددیة  المعرفة بـ n nu L   من أجل كل عدد طبیعيn. 

  بین أن المتتالیة nu . ھندسیة یطلب تعیین أساسھا و حدھا الأول 

  1لتكن النقط 0,..., ,nM M M 1صور الأعداد المركبة 0,..., ,nL L L . على الترتیب 

0المجموع ،  nأحسب بدلالة  1 ...n nS OM OM OM   
  

limثم أحسب   n
n

S


  

  

  تبیان أن المتتالیة nu: ھندسیة 

  : لدینا
1

2
2

n n D n D n n
u L z z z z       

  : 1إذن 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2

2 2 2 2 2 2
n nn n n
u u 

 
        

 
 

  1أي

1

2
n nu u  

ومنھ  nuأساسھا  ھندسیة
1

2
q  0 وحدھا الأول 0 1 3 2u L i      

0.5  

 0حساب المجموع 1 ...n nS OM OM OM   
  

: 

  : لدینا
1

0 1 0 1 0

1
... ...

1

n

n n n

q
S OM OM OM u u u u

q

 
          

 

  
 

1

1
1

1
1 12

2 4 1 4 2
1 2 21
2

n

n n

nS





  
                           

 

  

1
4 2

2

n

nS
 

   
 

  

  حسابlim n
n

S


: 

1
lim lim 4 2 4

2

n

n
n n

S
 

  
    

   
لان           

1
lim 0

2

n

n

 
 

 
  

 
 
 
 
 
 
 

0.5 
 
 
 
 
 

0.25  

  التمرین الثاني    04 نقاط  

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس    O ,i , j ,k
  

نعتبر النقط 

     1 3 2 0 1 4 1 2 3C ; ; ,B ; ; ,A ; ;   و 4 2 5D ; ; 2 و الشعاعn i a j bk  
   

  

  عددان حقیقیان . b,a  حیث   

Cأ) بین أن النقط  .1 ,B ,A  تعین مستویا ABC  .  

  

  تبیان أن النقطC ,B ,A : تعین مستویا 

  : لدینا 1 1 1AB ; ; 


و      2 5 1AC ; ;  


 

 
0.25 0.25 

 



لدینا : 
2 5 1

1 1 1

  
 

 
              

ACبحیث یكون ،  kإذن :لا یوجد عدد حقیقي  k AB
 

Cومنھ النقط   ,B ,A  لیست في

  .استقامیة فھي تعین مستویا

 
 

0.25  

nالشعاع  بحیث یكون b,aب)عین العددین الحقیقیین


للمستوي  ناظمیا  ABC  عین ثم

معادلة دیكارتیة للمستوي  ABC. 

  

  

  تعیین العددین الحقیقیینb,a الشعاع  بحیث یكونn


للمستوي  ناظمیا  ABC: 

  : لدینا 2n ;a;b


للمستوي  ناظمیا  ABC    یكافئ
n AB

n AC

 
 

 

  

یكافئ 
0

0

n.AB

n.AC

 
 

 

           یكافئ
 

 

2 1 0

2 2 5 0

a b

a b

     
    

  

یكافئ 
 

 

2 0 1

5 4 0 2

a b ...

a b ...

   
   

  

  : 2بالجمع نجد 5 4 0a b a b                 6ومنھ 6a     1أيa 

  1من أجلa  بالتعویض في المعادلة 1  : 1نجدb 

أي  2 1 1n ; ;


ناظمي للمستوي    ABC  

0.5  

  تعیین معادلة دیكارتیة للمستوي ABC: 

  معادلة ABC  2من الشكل 0x y z d    

  تعیین قیمةd  النقطة  بإحداثیاتنعوض 1 2 3A ; نجد :  ; 2 1 2 3 0d    

3dومنھ    
وي معادلة للمست ABC :2 3 0x y z     

0.5  

لیكن المستقیم  .2 :ذي التمثیل الوسیطي  

2 2

1

4

x t

y t ; t

z t

     
  

 

تنتمي إلى المستقیم  Dبین أن النقطة   )أ   وأن المستقیم  عمودي على المستوي

 ABC. 

  

  

 أن النقطة  تبیانD  تنتمي إلى المستقیم : 

  من أجل   4 2 5x; y;z ; ;  : بالتعویض في الجملة السابقة نجد 

4 2 2

2 1

5 4

t

t

t

    
  

 

ومنھ 

2 2

1

1

t

t

t

  
 

أي       

1

1

1

t

t

t

  
 

 ومنھ        D   

0.25  



  تبیان أن المستقیم  عمودي على المستوي ABC: 

  : لدینا 2 1 1n ; ;


شعاع ناظمي للمستوي    ABC 

  : ولدینا 2 1 1u ; ; 


شعاع توجیھ    

  : نلاحظ أنn u
 

nومنھ           u
 
          أي   ABC   

0.25  

على المستوي Dالمسقط العمودي للنقطة  Hعین إحداثیات النقطة   ) ب ABC: 

  
  

 ین إحداثیات النقطة یعتH  المسقط العمودي للنقطةD على المستوي ABC: 

  إحداثیات النقطةH : ھي حل للجملة 

2 2

1

4

2 3 0

x t

y t

z t

x y z

    

      

 

  أي     2 2 2 1 4 3 0t t t                6ومنھ 6 0t   

  1tوبالتالي 
إذن:  0 0 3H ; ;  

0.5  

والمستوي Dأحسب المسافة بین النقطة   ) ج ABC.    

  المسافة بین النقطة حسابD والمستوي ABC: 

  : لدینا        
2 2 2

4 2 3 5 24 2 6d D, ABC DH        

  بطریقة أخرى :أو  
   

     
2 2 2

2 4 2 5 3 12 12 6
2 6

662 1 1
d D, ABC

   
   

  
 

   2 6d D, ABC   

0.5  

    .ABCھي مركز ثقل المثلث Hبین أن النقطة   ) د
  تبیان أن النقطةH ھي مركز ثقل المثلثABC: 

 H ھي مركز ثقل المثلثABC      0      یعنيHA HB HC  
   

 

لدینا : 

1 0 1 0

2 1 3 0

0 1 1 0

HA HB HC

                                                            

  
0HAأي       HB HC  

   
  

        ABCھي مركز ثقل المثلث Hومنھ النقطة 

0.25  

أدرس تقاطع المستقیم   )3   مع المستوي O,i, j
 

 .    

  المستقیم دراسة تقاطع   مع المستوي O,i, j
 

: 

  لدینا معادلة للمستوي O,i, j
 

 ھو  ومنھ شعاع ناظمي لھ      0zھي   0 0 1k ; ;


 

  ولدینا شعاع توجیھ للمستقیم   ھو 2 1 1u ; ; 


. 

  : إذن   0 2 0 1 1 1 1 0k.u         
 

ومنھ          لا یوازي O,i, j
 

 

  أي   یقطع O,i, j
 

 . Fفي نقطة  

  

 
 
 
 
 
 
 

0.25 
 
 
 
 



  إحداثیات النقطةF  : ھي حل للجملة

2 2

1

4

0

x t

y t

z t

z

    

   

    

 
4أي  0t         4ومنھt  

  4من أجلt  بالتعویض في جملة التمثیل الوسیطي لـ  : نجد 

6

3

0

x

y

z

  
 

ومنھ               6 3 0F ; ;  

 
 
 
 
 

0.25 
 
 
 
 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  التمرین الثالث 04نقاط  

    .5على العدد  2nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي  )1
  2دراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعددn  5على العدد: 

  : لدینا  

 02 1 5   12 2 5   22 4 5   32 3 5   42 1 5  

4pتشكل متتالیة دوریة دورھا  5على العدد  2nالقسمة الاقلیدیة للعددإذن بواقي   .  

  لدینا :  kمن أجل كل عدد طبیعي 
4 3k   4 2k   4 1k   4k  n  

3  4  2  1  
باقي قسمة العدد 

2n  5على    

0.5 0.5  

عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد   )2 4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n    حیث  5على العدد

n.عدد طبیعي  
  

  تعیین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد 4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n    5على: 

  : لدینا 4 3 4 32017 2 5n n      أي 4 32017 3 5n  

 : ولدینا  8 82016 1 5n n    أي 82016 1 5n  

  و 2 1 2 12014 4 5n n   أي   
2 12 1 22014 2 5
nn    ومنھ 2 1 4 22014 2 5n n  

وبالتالي  2 12014 4 5n    

  إذن 4 3 8 2 12017 2 2016 2014 3 2 1 4 5n n n        

ومنھ  4 3 8 2 12017 2 2016 2014 0 5n n n      

0.75  



أي باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n     0ھو 5على  

    أولي .131بین أن العدد  )3
  أولي 131تبیان أن العدد: 

131لدینا :  11.45  
  وھي 11 تساوي أوصغر من الاعداد الأولیة الأد من یقبل القسمة على أي عد لا 131العدد

 2;3;5;7;11 

         131 10 11 ,131 5 7 ,131 1 5 ,131 2 3 ,131 1 2      

  ولي .131ومنھ العدد 

0.5  

التي تحقق :  nعین الأعداد الطبیعة  )4
3 7 2 48

5

nm d

ab m

   



 

حیث ، ,d PGCD a b  و ,m PPCM a b.  

  

  تعیین الأعدادn  : التي تحقق
3 7 2 48

5

nm d

ab m

   



 

  5 لدیناab m  ولدیناab md       5ومنھd  

 : 5 نضع 'a a  5و 'b b  مع' ' 1a b  )'a  أولي مع'b( 

  5إذنab m  5یعني ' 5 ' 5a b m     5أي ' 'm a b 

3وبالتالي :  7 2 48nm d      3معناه 5 ' ' 7 5 2 48na b      

 أي 5 3 ' ' 7 2 48na b     

3 ' ' 7a b  یعني  طبیعي   2 48 0 5n         ومنھ 2 3 0 5n    

أي  2 3 5n     : 4 وبالتالي 3n k   معk  

0.75  

7بحیث یكون ،  nعین قیم  )5 15n   ثم استنتج الثنائیات ;a b.    

  تعیین قیم العدد الطبیعيn  ، 7بحیث یكون 15n : 
  : 7لدینا 15n    7معناه 4 3 15k           4أي 4 12k  
  : 1وبالتالي 3k  

2kإذن            11ومنھn   

0.5  

  استنتاج الثنائیات ;a b: 

 11من أجلn   : لدینا 

  115 3 ' ' 7 2 48a b           ومنھ 5 3 ' ' 7 2000a b    

3أي  ' ' 7 400a b    
'ومنھ  ' 131a b   

مجموعة الثنائیات وبالتالي '; 'a b        131;1 , 1;131  

ومنھ مجموعة الثنائیات ;a b            655;5 , 5;655  

0.5  

   التمرین الرابع     )07 (نقاط  

بـ : المعرفة على المجموعة  fنعتبر الدالة العددیة     21 2 xf x x e   

نسمي  fC المنحني الممثل لھا في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس

 , ,O i j
 

  )2cm.( وحدة الطول 

  



I. 1 أحسب نھایتي الدالة (f عند وعند . 

  
 عند  حساب النھایات وعند : 

      2 2 2lim lim 1 2 lim 2 0x x x

x x x
f x x e e xe

  
       لان

2 2lim 0, lim 2 0x x

x x
e xe

 
  

     2lim lim 1 2 x

x x
f x x e

 
          لان 2lim , lim 1 2x

x x
e x

 
      

0.25 0.25  

 أحسب عبارة )2 'f x   من أجل كل عدد حقیقيx ثم استنتج اتجاه تغیر الدالة  ،f.    

 : حساب المشتقة 

      2 2 2 2' 2 1 2 2 2 2 4 4x x x xf x e x e x e xe           

  2' 4 xf x xe   من أجل كل  عدد حقیقيx  

0.25  

  استنتاج اتجاه تغیر الدالةf: 

 : جدول اشارة المشتقة 
شارة  'f xمن اشارة 

x 
  
 

  الدالةf متزایدة على المجال ;0  ومتناقصة على المجال 0;.  

                              0                           x  
                               0              x  
                               0               'f x  

0.25  

    .fشكل جدول تغیرات الدالة  )3

  جدول تغیرات الدالةf: 

  
                                0                           x  

                               0               'f x  

                                1     
  

                                                             0  
 f x 

0.5  

حل المعادلة  )4  0f x  ثم استنتج نقاط تقاطع fC  الفواصل.مع محور    

 دلة حل المعا  0f x : 

   0f x   یكافئ    21 2 0xx e        

1  یكافئ                       2 0x       2لان 0xe  

یكافئ                         
1

2
x  

 ج نقاط تقاطعااستنت fC  الفواصل:مع محور 

   
1

' ;0
2

fC x x
  

   
  

  

0.25  

أحسب  )5 1f ثم أرسم fC.    

  حساب 1f: 

      2 1 21 1 2 1 7.39f e e      

 

  
  
  
  



 : الرسم 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

0.25 0.5  
  
  
  

xعدد و إشارة حلول المعادلة ذات المجھول الحقیقي mناقش حسب قیم الوسیط الحقیقي  )6
التالیة :      :E f x f m    

  مناقشة حلول المعادلة     :E f x f m: 

  حلول المعادلة   f x f m  بیانیا ھي فواصل نقاط تقاطع المنحني fC  مع المستقیم ذي

المعادلة   y f m  الموازي لحامل محور الفواصل 'x x. 

 قیم تغیر f m  حسب قیمm  
 

  
  
  
  
  
  
  
  

 : المناقشة 

  إذا كان   ;0f m    أي
1

;
2

m
 

   
 تماما.موجبا المعادلة تقبل حلا  

  إذا كان  0f m   أي
1

2
m   موجبا المعادلة تقبل حلا

1

2
x . 

  إذا كان   0;1f m   أي 
1

;0 0;
2

m
 

    
 ة.في الاشار لین مختلفینالمعادلة تقبل ح 

  إذا كان  1f m   0أيm   معدوما مضاعفا.المعادلة تقبل حلا  

                         
1

2
                     0                             m  

                                                  1     
  

                                                                                     0  
 f m 

01  

b,عین العددین الحقیقیین  أ) )7 a  بحیث تكون الدالةF : المعرفة بـ    2 xF x ax b e  

  .على fدالة أصلیة للدالة 
  

  تعیین العددین الحقیقیین,b a: 

- F  دالة أصلیة للدالةf على     یعني   'F x f x 

أي    2 2 22 1 2x x xae ax b e x e           ومنھ   2 22 2 1 2x xax a b e x e    

بالمطابقة نجد 
2 2

2 1

a

a b

 


 
ومنھ    

1

1

a

b

 



   

أي     21 xF x x e    

  

0.5  

0



المساحة  و بدلالة  ²cm بـ  أحسب  ) ب S   للحیز المستوي المحدد بالمنحني fC  و

المستقیمات التي معادلاتھا : 
1

, 0
2

x y   وx   حیث
1

2
   ثم أحسب lim S





. 

  

  

  حساب S : 

f  دالة مستمرة وموجبة على المجال
1

;
2

 
  

  وبالتالي :

         

1
112

2 222
1

1 1 1
2

xS f x dx F x x e e e 

 


 
 

                 
 

  

أي   2 2 2 2 21 1
4

2 2
S e e e us e e e cm     

   
          
   

  

ومنھ    2 2 22 4 4S e e e cm      

 0.5  

 حساب  lim S





:  

     2 2 2lim lim 2 4 4 2S e e e e cm 

 
 

 
     لان

2 2lim 4 0 , lim 0
x

e e 




 
   

0.25  

II.  نسمي        3 2 1
,..., ''' , '' , '

n
f f f f f f f    المشتقات المتتابعة للدالةf. 

n  ،برھن بالتراجع أنھ من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم  )1      22 1 2
n n xf x n x e  . 

  

  

  غیر معدوم البرھان بالتراجع أنھ من أجل كل عدد طبیعيn ،      22 1 2
n n xf x n x e   

 نسمي - P n . ھذه الخاصیة 

1nمن أجل  )1 : لدینا 
       1 1 2 22 1 1 2 4 'x xf x x e xe f x       

ومنھ  1P . صحیحة  

نفرض صحة  )2 P n أي نفرض أن      22 1 2
n n xf x n x e   

ونبرھن على صحة  1P n   أي نبرھن أن
        1 1 2 1 22 1 1 2 2 2
n n x n xf x n x e n x e
          

لدینا :  -          
/

1 2 22 2 1 2 2n n n x xf x f x e n x e           

ومنھ        1 2 22 2 2 2 4 2 2 2
n n x n xf x n x e n x e


          

أي :      1 1 22 2
n n xf x n x e
     

ومنھ  1P n .صحیحة  

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإن  )3 P n  صحیحة من أجل كل عدد طبیعيn .غیر معدوم  

  

0.75  

المنحني  nمن أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم  )2  n
f

C  الممثل للدالة nf  حیث nf الدالة

یقبل مماسا یوازي حامل محور الفواصل في النقطة fللدالة nالمشتقة من الرتبة  ;n n nM x y . 

 . nyوnxكلا من  nأحسب بدلالة   )أ 

  
  
  
  



  حسابnxوny  بدلالةn: 

-   n
f

C یقبل مماسا یوازي 'x x   یعني   1
0

n
f x


 

أي  1 22 2 0n xn x e          2ومنھ 0n x    

وبالتالي 
1

2
x n                أي    

1

2
nx n   

من أجل 
1

2
x n   : لدینا

   
1

2
121 1

2 1 2 2 2
2 2

n nn n n n
ny f n n n e e e

 
        

           
    

  

أي  12
n

ny e  

  
  
  

0.25 0.25  
  
  
  

بین أن المتتالیة   ) ب nx  حسابیة یطلب تعیین أساسھا و حدھا الأول . أحسبlim n
n

x


.    

  تبیان أن nx : متتالیة حسابیة 

لدینا :  - 1

1 1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2 2
n nx x n n n n

 
            

 
 

ومنھ  nx  متتالیة حسابیة أساسھا
1

2
r    0وحدھا الأول 0x .  

limحساب  - n
n

x


: 

1
lim lim

2
n

n x
x n

 

 
    

 
  

0.5  

بین أن المتتالیة   ) ج ny ھندسیة  یطلب تعیین أساسھا و حدھا الأول . أحسب lim n
n

y


    

  تبیان أن المتتالیة ny : ھندسیة 

لدینا :  - 12
n

ny e       ومنھ   
11 1 1 1

1 2 2 2 2
n n

n ny e e e e y
   

      

ومنھ  ny  12ھندسیة أساسھاq e   0وحدھا الأول 1y .  

lim حساب - n
n

y


: 

 1lim lim 2 0
n

n
n n

y e

 
        11لان 2 1e    

0.5  

    

  

 انتھى تصحیح الموضوع الثاني  بالتوفیق  والنجاح  2015في البكالوریا   

  



2من    الصفحة ~ 1 ~
 

  2015/  2014السنة الدراسیة :   2015/ 15/04التاریخ :   ثانویة بلحاج قاسم نورالدین الشلف
  الموضوع الأول   الشعبة : ریاضیات  ثانوي  3المستوى : 

 

 اختبار في مادة الریاضیات 

 

  التمرین الأول )40 (نقاط 

2التالیة : zالمعادلة ذات المجھول المركب حل في مجموعة الأعداد المركبة   )1 8 17 0z z  . 

في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  )2 , ,O u v
 

التي B,AD,نعتبر النقط 

4لواحقھا على الترتیب  , 4b i a i     وd i . 

2ذات اللاحقة  الدوران الذي مركزه النقطة  Rو لیكن    و زاویتھ
2


 

'من الشكل :  Rبین أنَ العبارة المركبة للدوران   )أ  2 2z iz i  . 

1 ھي Rبالدوران Bصورة النقطة Cتحقق أنَ لاحقة النقطة   )ب  2c i . 

بین أنَ :   )ج 
c d

i
c b


 


 .BCDثم أستنتج طبیعة المثلث  

 تنتمي الى نفس الدائرة یطلب تعیین مركزھا نصف قطرھا . Dو  B,AC,بین أنَ النقط   )د 

عین  )ه  E  مجموعة النقطM  من المستوي ذات اللاحقةz  ، بحیث یكون
2 2

4 16i z i z     . 

  التمرین الثاني )05  ( نقاط 

في الفضاء المنسوب الى المعلم المتعامد و المتجانس    , , ,O i j k
  

 تیننعتبر النقط    3, 1,0 , 2,1,1I A  و

 P  مجموعة النقط , ,M x y z   ،2من الفضاء التي تحقق . 0MA MAMI 
 

  

تنتمي الى المجموعة Aأ) بین أن النقطة )1 P  . 

ب) بین أن المجموعة  P 2ھي مستو 1 0x y z      لھ.  دیكارتیة معادلة  

لتكن  )2 S  سطح كرة مركزھا النقطةI  وتمر من النقطةA. 

  تحقق أن نصف قطر سطح الكرة S 6ھوR  ثم عین معادلة دیكارتیة لسطح الكرة S 

لیكن  )3 'P 2المستوي ذي المعادلة 4 0x y z   . 

بین أن   )أ  'P  یقطع S  وفق دائرة C یطلب تعیین مركزھاH  ونصف قطرھاr. 

لتكن   )ب  2; 2; 2B    نقطة من الفضاء  تحقق من  أن القطعة AB أحد أقطار الدائرة C. 

أكتب معادلة دیكارتیة للمستوي   )ج  Q   المماس لسطح الكرة S في النقطةB . 



2من    الصفحة ~ 2 ~
 

   التمرین الثالث   )04 ( نقاط 

 .7على العدد5n، بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي  )1

6بحیث یكون العدد nعین قیم العدد الطبیعي )2 3 6 4 219 5 4 1n n n     7قابلا للقسمة على العدد. 

3( N 1عدد طبیعي یكتب 0xx حیث 5ي نظام التعداد ذي الأساس ف .x. عدد طبیعي 

 .35قابلا للقسمة على Nحتى یكون العدد  xعین قیم العدد الطبیعي   ) أ

 في النظام العشري .Nأكتب العدد   ) ب

 التمرین الرابع   )07 (نقاط  

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددیة  0; : بـ 
2 2

3ln
3

x
f x x

x

 
   

 
  

نسمي  fC المنحني الممثل لھا في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس , ,O i j
 

.  

I. 1 أحسب نھایتي الدالة (f وعند 0عند. 

x ،بین أنھ من أجل كل عدد موجب تماما  )2 
  

 

2

2

1 4 6
'

2

x x x
f x

x x

  



 fثم استنتج اتجاه تغیر الدالة  

 .fشكل جدول تغیرات الدالة  )3

أدرس الوضع النسبي للمنحني  )4 fC بالنسبة الى المستقیم  ذي المعادلةy x. 

أحسب  )5 4f أرسم ثم و fC. 

II.  نعتبر المتتالیة العددیة n n
u


0 المعرفة بـ : 

3

2
u   و من أجل كل عدد طبیعيn ، 1n nu f u . 

n ،1برھن أنھ من أجل كل عدد طبیعي  )1 2nu . 

أدرس رتابة المتتالیة  )2 n n
u


 ثم استنتج أنھا متقاربة .

عین نھایة المتتالیة  )3 n n
u


. 

 

  

بالتوفیق و النجاحفي البكالوریا  2015جوان  أستاذ المادة 



  الشعبة : ریاضیات  – 2015للبكالوریا  الأولالتجریبي تصحیح الموضوع 

  العلامة  التصحیح 

 : التمرین الأول    
التالیة : zالمعادلة ذات المجھول المركب حل في مجموعة الأعداد المركبة  )1

2 8 17 0z z  .  
 

 2عادلة : حل الم 8 17 0z z   

 :حساب الممیز  -     
2

8 4 1 17 4       

أي  
2

2i   

 المعادلة تقبل حلین ھما : -

1

8 2
4

2

i
z i


              ،2

8 2
4

2

i
z i


    

مجموعة الحلول:  4 ;4S i i    

0.5 2 0.25   

في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  )2 , ,O u v
 

نعتبر 

4التي لواحقھا على الترتیب B,AD,النقط  , 4b i a i     وd i . 

2ذات اللاحقة  الدوران الذي مركزه النقطة  Rو لیكن    و زاویتھ
2


 

'من الشكل :  Rبین أنَ العبارة المركبة للدوران   )أ  2 2z iz i  .  

 

 بیان أن العبارة المركبة للدوران تR  : من الشكل' 2 2z iz i  : 

من الشكل : Rالعبارة المركبة للدوران  - 2'
i

z e z


    

أي  ' 2 2z i z             ومنھ ' 2 2 2 2z i z iz i       

'إذن   2 2z iz i    

0.75 

1 ھي Rبالدوران Bصورة النقطة Cتحقق أنَ لاحقة النقطة   )ب  2c i    

  لاحقة النقطة التحقق أنC صورة النقطةB بالدورانR 1 ھي 2c i : 
 لدینا  : R B C   یعني

 2 2 4 2 2 4 1 2 2 1 2c i b i i i i i i i              

1 2c i   

0.25 

بین أنَ :   )ج 
c d

i
c b


 


   .BCDثم أستنتج طبیعة المثلث  

  أن تبیان
c d

i
c b


 


: 

لدینا :  -
 
 

  
  

1 2 1 3 31 3

1 2 4 3 3 3

i i i ic d i

c b i i i i i

      
  

         
 

ومنھ 
3 9 3 10

9 1 10

c d i i i
i

c b

     
   

 
  

0.5 



  استنتاج طبیعة المثلثBCD: 

1ا : لدین -
c d

i
c b


  


ولدینا     arg arg

2

c d
i

c b

 
    

 
 

1 یعني -
DC

BC
   أيDC BC    و ,

2
BC DC


 

 
BCأي   DC

 
 

  ومتساوي الساقین Cقائم في BCDالمثلث إذن 

0.25 0.25 

   تنتمي الى نفس الدائرة یطلب تعیین مركزھا نصف قطرھا  Dو  B,AC,بین أنَ النقط   )د 

 أنَ النقط  تبیان,B,AC  وD  تنتمي  

  :لى نفس الدائرة ا

  وبالتالي  Cقائم في  BCDالمثلث 
,Dالنقط  ,BC ى دائرة مركزھا تنتمي ال  

  .منتصف الوتر أي 
  ولدینا : 

4 2 2AA z z i i         

 5A   

5Aإذن :  B C D      
  تنتمي الى نفس الدائرة Dو  B,AC,ومنھ النقط 

مركزھا  2;0  5ونصف قطرھاR .  

 
 

 
 

0.5 
 
 
 
 
 
 

0.5 
 
 

عین  )ه  E  مجموعة النقطM  من المستوي ذات اللاحقةz  ، بحیث یكون
2 2

4 16i z i z     .  
 

  تعیین مجموعة النقط E : من المستوي والتي تحقق
2 2

4 16i z i z     : 
2 2

4 16i z i z        2  یعني 2 16MD MA   

منتصف القطعة  Iولتكن النقطة  DA  

إذن لدینا :    
2 2

16MI ID MI IA   
   

  

أي 
2 2 2 2

2 . 2 . 16MI MI ID ID MI MI IA IA     
       

  

2ومنھ  . 2 . 16MI ID MI IA 
   

لان         
2 2

ID IA
 

 )I  منتصف القطعة DA(  

وبالتالي :  2 . 16MI ID IA 
  

2أي    . 16MI AD 
 

  

.إذن :  8IM DA 
 

  

على Mودي للنقطة المسقط العم Hلتكن  DA  حیث. 8IH DA 
 

  

8IHأي  DA  
4ولدینا :  - 4 4A DDA z z i i          2وبالتاليIH  

 .A منطبقة على النقطة Hوبالتالي  -

.إذن  8IM DA 
 

یعني     . 8IH HM DA 
  

  

.ومنھ  . 8IH DA HM DA 
   

8أي         . 8HM DA 
 

  

.وبالتالي  0AM DA 
 

H( لان       A(  
المجموعة  E  ھي المستقیم العمودي على DA  و المار منA        أي

  
  
  
  
  
  
  
  
01  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  





   E AB  

 بطریقة أخرى :أو 
2 2

4 16i z i z            یعني
2 2

4 16i x iy i x iy         

ومنھ :    
2 2

1 4 1 16x i y x y           

أي        
2 2 2 2

1 4 1 16x y x y           ومنھ
2 216 8 16x x x     

8ومنھ :   32x   
4xوبالتالي :       المجموعة E  4ھي المستقیم ذي المعادلةx   العمودي على

 'x x النقطة  المار منوA  

  
  
  
  
 

 : التمرین الثاني    

في الفضاء المنسوب الى المعلم المتعامد و المتجانس    , , ,O i j k
  

نعتبر النقطتین  

   3, 1,0 , 2,1,1I A  و P  مجموعة النقط , ,M x y z   ،من الفضاء التي تحقق

2 . 0MA MA MI 
 

  

  

تنتمي الى المجموعة Aبین أن النقطة أ)  )1 P  .    

  تبیان أن النقطةA المجموعة تنتمي الى P : 

2لدینا :  - . 0AA AA AI 
 

ومنھ    A P  
0.5  

ب) بین أن المجموعة  P 2ھي مستو 1 0x y z      لھ.  دیكارتیة معادلة    

  ة المجموعتبیان أن P 2ھي مستو 1 0x y z      لھ  دیكارتیة معادلة: 

2لدینا :  - . 0MA MA MI 
 

یعني    
2

. 0MA MA MI 
  

 

ومنھ  . 0MA MA MI 
  

أي           . 0MA MA IM 
  

  

.وبالتالي      0MA IA 
 

.أي        0AM AI 
 

  

المجموعة   P  ھي مستوIA


  Aشعاع ناظمي لھ و یمر من النقطة 

تعیین معادلة دیكارتیة للمستوي  - P: 

لدینا :  1; 2; 1AI  


        

معادلة  P  2من الشكل 0x y z d     

نجد :  A: نعوض بإحداثیات النقطة  dتعیین قیمة  - 2 2 1 1 0d    

1dومنھ     أي معادلة P  2ھي 1 0x y z     

0.5  



لتكن  )2 S  سطح كرة مركزھا النقطةI  وتمر من النقطةA. 

  تحقق أن نصف قطر سطح الكرة S 6ھوR  ثم عین معادلة دیكارتیة لسطح الكرة S  
  

  التحقق أن نصف قطر S 6ھوR : 

لدینا :  -     
2 2 2

1 2 1 6R AI      . 

تعیین معادلة دیكارتیة لسطح الكرة  - S: 

   
2 2 23 1 6x y z      

  
  

0.5  
  
  
  

0.5  

لیكن  )3 'P 2المستوي ذي المعادلة 4 0x y z   . 

بین أن   )أ  'P  یقطع S  وفق دائرة C یطلب تعیین مركزھاH  ونصف قطرھاr.  
  

  تبیان أن 'P  قطع S  وفق دائرة C: 

لدینا :  -  
   

     
2 2 2

2 3 1 0 4 3 3 6 6
, '

6 262 1 1
d I P

   
   

  
 

:  أي لدینا  , 'd I P R   ومنھ 'P  قطع S  وفق دائرة C  

0.25  

  تعیین مركز الدائرة C : ونصف قطرھا 

تمثیل وسیطي للمستقیم -   المار منI مركز سطح الكرة Sو العمودي على 'P: 

   
2 3

: 1;

x t

y t t

z t

 


    
 

  

نقطة تقاطع المستقیم Hتعیین  -   مع المستوي 'P:  

نحل لجملة : 

2 3

1

2 4 0

x t

y t

z t

x y z

 
   



    

  

إذن :    2 2 3 1 4 0t t t          6ومنھ 3 0t    

0.75  



وبالتالي 
1

2
t       و بالتالي

2

1

2

1

2

x

y

z


 


 



 

أي    
1 1

2; ;
2 2

H
 
  

 
  

 دائرة التقاطعحساب نصف قطر  C:   2 2 6
, ' 6

4
r R d I P        

3 2

2
r   

لتكن   ) ب 2; 2; 2B    نقطة من الفضاء  تحقق من  أن القطعة AB أحد أقطار الدائرة C    

  التحقق من أن القطعة AB أحد أقطار الدائرة C: 

      لدینا :  -     
2 2 2

2 2 2 1 2 1 18 3 2 2AB r           

وبالتالي  AB  أحد أقطار الدائرة C  

0.5  

یكارتیة للمستوي أكتب معادلة د  )ج  Q   المماس لسطح الكرة S في النقطةB .    

  كتابة معادلة دیكارتیة للمستوي Q: 

-  1; 1; 2IB   


شعاع ناظمي للمستوي   Q. 

معادلة  - Q  2من الشكل 0x y z d     

نجد : Bنعوض بإحداثیات النقطة  dلتعیین قیمة  -     2 2 2 2 0d       

4dأي     

إذن :   : 2 4 0Q x y z      

  

0.5  

 : التمرین الثالث    

    .7على العدد5n، بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي  )1

  5دراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعددn7على العدد: 
  لدینا :  -

 05 1 7   15 5 7   25 4 7   35 6 7   45 2 7   55 3 7  

 65 1 7      

  
  

0.75  
  
  
  



6pتشكل متتالیة دوریة دورھا  7على العدد5nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  -  

 لدینا : kمن أجل كل عدد طبیعي  -
6 5k   6 4k   6 3k   6 2k   6 1k   6k  n  

3  2  6  4  5  1   5 ... 7n   
  

  
  
  

0.75  

6بحیث یكون العدد nعین قیم العدد الطبیعي )2 3 6 4 219 5 4 1n n n     قابلا للقسمة على
 7العدد 

  
  

  تعیین قیم العدد الطبیعيn : بحیث یكون 6 3 6 4 219 5 4 1 0 7n n n     : 

لدینا :  - 19 5 7    ومنھ 6 3 6 319 5 7n n        أي 6 319 6 7n  

ولدینا :  - 6 45 2 7n  

إذن :  - 6 3 6 4 219 5 4 1 0 7n n n     یكافئ  26 2 4 1 0 7n    

أي  24 5 0 7n    

ومنھ :  24 5 7n         إذن 24 2 7n   

وبالتالي :  2 4 7n   

6 5  4  3  2  1  0   ... 7n   

1  4  1  2  4  1  0   2 ... 7n   

ومنھ :  - 2 4 7n        یعني 2 7n     أو 5 7n  

7 أي  2n     7  أو 5n            مع   

3( N 1عدد طبیعي یكتب 0xx  حیث 5في نظام التعداد ذي الأساس .x. عدد طبیعي 
  .35قابلا للقسمة على Nحتى یكون العدد  xعین قیم العدد الطبیعي   ) أ

01  

  تعیین قیم العدد الطبیعيx حتى یكون العددN 35قابلا للقسمة على: 

3لدینا :  - 2 1 01 5 5 5 0 5 125 30N x x x             5معx  
یعني         35یقبل القسمة على  Nوبالتالي  0 35N   

أي أن  0 7N        لان 0 5N      7أولي مع 5و  

وبالتالي   0 7N    یعني 125 30 0 7x   

ومنھ :  6 2 0 7x   

یعني  2 6 7x      أي 2 1 7x   

وبالتالي :  4 7x   

7أي  4x k             5معx              0إذن من أجلk   4نجدx   

01  

    في النظام العشري .Nأكتب العدد   ) ب

  كتابة العدد Nفي النظام العشري: 

 125 30 4 245N              245N   
0.5  

 : التمرین الرابع    

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددیة  0; : بـ 
2 2

3ln
3

x
f x x

x

 
   

 
  

نسمي  fCمتعامد و المتجانس المنحني الممثل لھا في المستوي المنسوب إلى المعلم ال , ,O i j
 

.  

  



  

I. 1 أحسب نھایتي الدالة (f وعند 0عند.    

   حساب نھایتي الدالةf: 

-  
2

0 0

2
lim lim 3ln

3x x

x
f x x

x  

  
     

  
لان        

2

0

2

0

2
lim

3

2
lim ln

3

x

x

x

x

x

x









  
   

  


    
 

 

-  
2 2

lim lim 3ln
3x x

x
f x x

x 

  
     

  
لان  

2

2

2
lim

3

2
lim ln

3

x

x

x

x

x

x





  
   

  


    
 

  

0.25 0.25

  

x ،موجب تماما  حقیقي بین أنھ من أجل كل عدد )2 
  

 

2

2

1 4 6
'

2

x x x
f x

x x

  



ثم  

 fاستنتج اتجاه تغیر الدالة 

  

  

  حساب 'f x: 

 

   
 

2

2 2 2

2 2 2

2 3 3 2

3 6 3 6 3
' 1 3 1 3

2 9 2

3

x x x

x x x x
f x

x x x

x

 

 
      

 
  

أي  
   

2 2 2 3 2

2 2 2 2

6 3 6 9 3 6 3 2 6
' 1 1

9 2 2 2

x x x x x x x
f x

x x x x x x

     
     

  
  

وبالتالي :  
  

 

2

2

1 4 6
'

2

x x x
f x

x x

  



  xمن أجل كل عدد حقیقي موجب تماما   

0.75  

  استنتاج اتجاه تغیر الدالةf: 

 ' 0f x      یعني
  

 

2

2

1 4 6
0

2

x x x

x x

  



  

1ومنھ  0x          2أو 4 6 0x x  ) 16لیس لھا حل لان 24 8 0       ( مع

 0;x   

1xومنھ     

رة إشا 'f x  من إشارة  21 4 6x x x    لان 2 2 0x x    

  
  
  

0.5  



                                               1                             0    x  
                                            0              1x   
                                                                   2 4 6x x  

                                                  0                 'f x 

متناقصة على المجال  fالة الد - 0;1  و متزایدة على المجال 1;.  

  

    .fشكل جدول تغیرات الدالة  )3

 ة جدول تغیرات الدالf:  

                                               1                             0    x  
                                                 0                 'f x 

                                                                         
  

                     1   

  
 f x 

0.5  

أدرس الوضع النسبي للمنحني  )4 fC بالنسبة الى المستقیم  ذي المعادلةy x. 

  
  

  دراسة الوضع النسبي للمنحني fCتقیم بالنسبة للمس   ذي المعادلةy x: 

ندرس إشارة الفرق  - f x y 

لدینا :  - 
2 22 2

3ln 3ln
3 3

x x
f x y x x

x x

    
       

   
 

-   0f x y    یعني
2 2

3ln 0
3

x

x

 
 

 
 

ومنھ 
2 2

ln 0
3

x

x

 
 

 
أي    

2 2
1

3

x

x


  

2وبالتالي   - 2 3x x  

2إذن  :  3 2 0x x    

حساب الممیز :  -    
2

3 4 1 2 9 8 1       

1المعادلة تقبل حلین متمایزین ھما :  

3 1
1

2
x


    ،1

3 1
2

2
x


   

  
                                      2                      1                                 0       x  

                                       0                   0                 f x y  

  fC یقع فوق                 fC              یقع     fC فوق     یقع

                                fC     تحت     fC                          

یقطع                                               یقطع   

  

 

  

01  

أحسب  )5 4f ثم أرسم و fC.    

  حساب 4f:   
  



-  
16 2 18

4 4 3ln 4 3ln 5.22
3 4 12

f
 

     
 

 

 : الرسم 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

0.25  
  
  
  
  
  
  

01  

II.  نعتبر المتتالیة العددیة n n
u


0 المعرفة بـ : 

3

2
u   و من أجل كل عدد طبیعيn ،

 1n nu f u . 

n ،1برھن أنھ من أجل كل عدد طبیعي  )1 2nu .  

  

  البرھان بالتراجع على أنھ من أجل كل عدد طبیعيn ،1 2nu : 

نسمي  - P n . ھذه الخاصیة 

0nمن أجل  -1   : لدینا 

0

3

2
u         01إذن 2u      ومنھ 0P . صحیحة  

نفرض صحة  -2 P n  1أي نفرض أن 2nu . 

ونبرھن على صحة  1P n   11أي نبرھن أن 2nu    

  
1لدینا :  2nu      ومنھ     1 2nf f u f     لان الدالةf  متزایدة تماما على

المجال   1;2  

11       ومنھ - 2nu                       لان 1n nu f u   ، 1 1f   و 2 2f   

أي  1P n  . صحیحة  

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإن  - P n  صحیحة من أجل كل عدد طبیعيn. 

n ،1 من أجل كل عدد طبیعي  2nu .  

0.75  

أدرس رتابة المتتالیة  )2 n n
u


    ثم استنتج أنھا متقاربة .

  رتابة المتتالیةدراسة n n
u


تغیرات المتتالیة أي دراسة   n n

u


: 

1nندرس إشارة الفرق  - nu u  

لدینا :         
2 2

1

2 2
3ln 3ln

3 3
n n

n n n n

n n

u u
u u u u

u u


    
       

   
  

 بما أن - 1;2nu         فإن
2 2

3ln 0
3
n

n

u

u

 
 

 
  

من أجل  1;2x  فإن  0f x x     ) 4( السؤال((  

  

0.5  



1وبالتالي   0n nu u    ومنھ المتتالیة n n
u


  ة تماما .متناقص 

  استنتاج أن المتتالیة n n
u


 متقاربة : 

المتتالیة  - n n
u


فھي متقاربة وتتقارب   وھي متناقصة تماما  1محدودة من الأسفل بالعدد  

  . 1من العدد

0.5  

 عین نھایة المتتالیة )3 n n
u


.    

    تعیین نھایة المتتالیة n n
u


:       lim 1n

n
u


  0.25  
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6من1صفحة 

الجمهوریة الجزائریة الدیمقراطیة الشعبیة
- كریم العربي الهاشمي المحمدیةثانویة–معسكروزارة التربیة الوطنیة                                مدیریة التربیة ل

في مادة الریاضیاتاختبار بكالوریا تجریبي 
2015ماي ساعات ونصف4: المدةتقني ریاضي: الشعبة

على المترشح أن یختار أحد الموضوعین التالیین
الموضوع الأول

) نقاط4(:لالتمرین الأو
x َوyحیثغیر معدومین انعیطبیعددان:x y.
Sمجموعة الثنائیات ;x yحیث: gcd ;p x y y x .
احسب ـأ.1 gcd 363;484p. ّالثنائیة تحقّق أن 363;484موعةتنتمي إلى المجS.

هل الثنائیة .عدد طبیعي غیر معدومnـب ; 1n n تنتمي إلى المجموعةS؟
الثنائیةبرهن أنّ ـأ.2 ;x yتكون من المجموعةS إذا و فقط إذا وجد عدد طبیعي غیر معدومk یحقق:

 x k y x  َو  1y k y x  .
ثنائیةه من أجل كلّ استنتج أنّ ـب ;x yمنSیكون    ; 1ppcm x y k k y x  

.228ن مجموعة قواسم العدد عیّ ـأ.3
استنتج مجموعة الثنائیاتـب ;x yمنSالتي تحقّق : ; 228ppcm x y .

)نقاط4,5(: التمرین الثاني
:zالمعادلة ذات المجهولعداد المركبة نعتبر في مجموعة الأ

   3 28 25 8 25 0z i z i z i      ..... E
تحقّق أنّ ـأ. 1 iحل للمعادلة Eثم عین العددین الحقیقیین ،aوbبحیث، من أجل كل عدد مركبz :

      3 2 28 25 8 25z i z i z i z i z a z b         

المعادلةحل في ـب E.
منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانسالمستوي . 2 ; ,O u v

 
: هي صور الأعداد المركبةDوA،B،Cالنقط. 

1Az ،Bz i ،4 3Cz i  َ4و 3Dz i على الترتیب.
وقیساً للزاویةADوَ ACاُحسبـأ ;CA CD

 
.ACDالمثلثاستنتج طبیعةثمّ ،

مرجح الجملةFلاحقة النقطةFzاُحسبـب      ;1 ; ;1 ; ; 1A D C  .ما طبیعة الرباعيACDF؟
3اُكتب العددــج 3i ثمّ اُحسبسيعلى الشكل الأ ، 20143 3i .

4: حیثz'لاحقتهاM'، نرفق النقطةzلاحقتها، Aتختلف عنMمن أجل كلّ نقطة.3 3'
1

i z iz
z

  




3: نّ تحقّق أـأ 3'
1
iz i

z
 

 




6من2صفحة 

':بیّن أنّ ـب 3 2AM BM  َو    3; ; ' 2
4

u AM u BM k   
   

.عدد صحیحkحیث، 

عیّن المجموعةـجـ للنقطMمن المستوي بحیث یكون :' 3 iz i e  ا یتغیر .فيلمّ

عیّن المجموعةـد 'للنقط'Mبحیث یكون : 1
4

arg z k   حیث ،kحعدد صحی..

.EلاحقةEzعین.3ونسبتهAالذي مركزهhبالتحاكيEصورة النقطةهي Dالنقطةـأ.4
.CإلىDیحولوَ BإلىEیحولالذي rزاویة الدورانمركز و عینـب
hتحویلما طبیعة الـجـ  r د عناصره؟ .الممیزةحدّ

)نقاط 4,5: (التمرین الثالث
الفضاء منسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس ; , ,O i j k

  
: نعتبر النقط .  3; 2;2A ، 6;1;5B ،

 6; 2; 1C   َو 9;1;2D َالمستقیمو الذي تمثیل وسیطي له  :

6
12
2

2

x t

y t

z t

 
   

 

tحیث .

المستويتنتمي إلىDوأنّ النقطةAقائم فيABCبیّن أنّ المثلثـأ. 1 ABC.
بیّن أنّ المستقیمـب عمودي على المستوي ABCثم اُكتب معادلة دیكارتیة للمستوي ، ABC.
0DC:أنّ بین ـجـ DB DA  

   
.تعیینهامرفقة بمعاملات یطلب CوA،Bهي مرجح للنقطDاستنتج أن،

.، ثمّ اُحسب مساحتهABDCاستنتج مع التبریر طبیعة الرباعيـد
المستقیم، نقطة تقاطعIعین احداثیي النقطةـأ. 2 و المستوي ABC.

.ABDCباعيالرّ هي مركزIتحقٌق أنّ ـب
ن المجموعةعیّ ـجـ  للنقطMمن الفضاء بحیث :

4MA MB MC MD MA MB MC     
      

.
3.Nنقطة متغیرة من تختلف عنI.

، الحجم tاُحسب بدلالة الوسیطـأ v tللهرم ،ABDCN.
من Fوَ Eعیّن احداثیتي النقطتینـب حتى یكون  :  36 .v t u v )یرمز.u vإلى وحدة الحجوم.(
استنتج أنّ المستويـجـ  ABCهو المستوي المحوري للقطعة EF.

)  نقاط 7: (التمرین الرابع
.gالة المعرّفة :بـعلىالدّ  10 8 xg x x e  .
.gاُدرس اتجاه تغیر الدالة.  1
x،استنتج  أنّه من أجل كل عدد حقیقي. 2  18 24ln 2g x  

.fالة المعرّفة على : بـالدّ  1 2
4 1x

xf x x
e

 


.



6من3صفحة 

 C متعامدالمعلم الالمستوي المنسوب إلى في تمثیلها البیاني ; ,O i j
 

1i: ، حیث cm


2jوَ  cm


.عندوَ عندfحسب نهایتي الدالةاُ ـأ.  1

x:ه من أجل كلّ عدد حقیقيبیّن أنّ ـب   

 2
9

'
4 1

x

x

e g x
f x

e





) .'fهي الدالة المشتقة للدالةf(

. ل جدول تغیراتهاوشكّ fالةر الدّ جاه تغیّ استنتج اتّ ـجـ 
نّ المنحنيأثبت أـأ.  2 C ُهمایقبل مستقیمین مقاربین أحد 1معادلته

4
y xعندوالآخر '

9معادلته
4

y xعند.
درس وضعیةاُ ـب Cبالنسبة إلى .

3 .hالة المعرّفة على : بـالدّ  1 x xh x e xe  .
.راتها، ثم شكل جدول تغیhاُدرس تغیرات الدالةـأ 

المعادلةنّ أن بیّ ـب   0h x  بل حلا في المجالداً یحو تق 0; ّ1,2:، ثمّ تحقّق أن 1,3 .
استنتج إشارةـجـ  h xحسب قیمx.

منحنيالبیّن أنّ ـأ. 4 C ًیقبل مماسا Tللمستقیماً موازی في النقطة التي فاصلتها.
1:بیّن أنّ ـب 

1
e





: أنّ وَ   9 2
4

f   

، معادلة للمماساستنتج  بدلالةـجـ T.
مثّلـأ.5 ، '، T َو C.

:نأخذ(  0,9f  نقبل أنّ و 'تحت Cفي ;0و 'فوق Cفي 0;(.
شارة حلول المعادلة ذات المجهول، عدmحسب قیم الوسیط الحقیقي،ناقش بیانیاً ـب  ٕ x:د وا  1

4
f x x m .

منxكلّ من أجل.6 0;نعتبر النقطة ،Kمن محور الفواصل فاصلتهاx. المستقیم الموازي لمحور التراتیب
یقطع المنحنيKوالذي یشمل Cفي النقطةMوالمستقیم في النقطةN،نضع: x MN .

منxكلّ بیّن أنّه من أجلـأ 0;  :  2
1x
xx

e
 


.

.عظمىMNحتى تكون المسافةMعیّن فاصلة النقطةـب
:نضعـجـ 2

I x dx

  . ّالتكاملر هندسیاً فسI.

:ن أنّ بیّ ـد     
2

2 2 4 1 2
1

I
e
   


  

 


.
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الموضوع الثاني
)  نقاط 4(:التمرین الأول

.5دد على الع2nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد nادرس حسب قیم العدد الطبیعي ) 1
عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد ) 2 4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n    حیث5على العددnعدد طبیعي.
.أولي 131بین أن العدد ) 3

3التي تحقق nالطبیعیة الأعدادعین ) 4 7 2 48
5

nm d
ab m
   



حیث  ;d PGCD a bو ;m PPCM a b

7بحیث یكون ، nعین قیم ) 5 15n  ثم استنتج الثنائیات ;a b

)  نقاط 5(: الثانيالتمرین 
متجانسالمتعامد و المعلم الالفضاء المنسوب إلى في ; , ,O i j k

  
:النقطنعتبر ، 

 2;1;0A ، 1;2;2Bو 3;3;1Cو 4;0;3Dو 2;4;0F.
ن مستویاً تعیّ CوA،Bالنقطن أنّ بیّ ـأ. 1 ABCیطلب تعیین تمثیل وسیطي له.

معادلة دیكارتیة للمستوياستنتج أنّ ـب ABC1:هي 0x y z   .
2. P2:هيمعادلة دیكارتیة لههو المستوي الذي 7 0x y z   و Qالمستوي المحوري للقطعة AB.

بین أنّ ـأ Pهو المستوي المحوري للقطعة AC.
منتصف القطعةEاحداثیات النقطةعینـب AB َّلمستويلمعادلة دیكارتیة جد، ثم Q .
بین أنّ ـجـ P َو Qمتقاطعان وفق مستقیم یطلب تعیین تمثیل وسیطي له بدلالة الوسیط الحقیقيt.
تنتمي إلىDالنقطةتحقق أنّ ـد .

الثلاثة نقطة تقاطع المستویات، Iن احداثیات النقطةعیّ ـأ.3 P، Qو ABC.
.ABCهي مركز الدائرة المحیطة بالمثلثIالنقطةتحقق أنّ ـب

المستويوَ kHوَ kGنعرّف النقطتین،kعدد حقیقيجل كلّ أمن . 4 kPكما یلي:

kGمن المستقیمنقطة حیث:
2k
kDG DI

 
.

 kPالمستوي الذي یشمل النقطةkGویوازي المستوي ABC.
kH تقاطع المستوينقطة kP َالمستقیمو AF.
معادلة دیكارتیة للمستوين ، ثمّ عیّ kGاحداثیات النقطة، kبدلالةاُحسب ـأ kP.

:هيkHاستنتج أن احداثیات النقطةـب 2 ; 3 5 ; 0k .
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، یكون المستقیمkقیم للعددمن أجل أيّ ـأ.5 k kG Hعمودیاً على المستقیم AF؟
بین المستقیمینمسافةأصغراستنتجـب و AF.

)  نقاط4.50(:التمرین الثالث
متجانسالمتعامد و المعلم الینسب المستوي المركب إلى  ; ,O u v .

3Az:لواحقهاJوA،B،C،Hنعتبر النقط  .1 i  ،2 4Bz i   ،3Cz i   ،
2Hz   َوJz i ل هذه النقط مثّ .على الترتیب.

2. مجموعة النقطMذات اللاحقةمن المستويz13:حیث iz i e  مععدد حقیقي كیفي.
تنتمي إلىA،B،Cالنقط أنّ ن بیّ ـأ .

مجموعة طبیعة الماهي ـب  ّممیزةد عناصرها ال؟ حد.
Bكتب على الشكل الجبري العدد المركب اُ ـأ.3 C

H A

z z
z z



المستقیمینثم استنتج أنّ ،  AHو BCن تعامدام

.ABCمركز ثقل المثلثGلاحقة النقطةGzجدـب
.على استقامة واحدة Hوَ G،Jالنقطبین أنّ .4
منتصفا القطعتینKوَ Lالنقطتان.5 BCو AH على الترتیب.

.متوازي أضلاع KHLJباعيالرّ ن أنّ بیّ مَّ ، ثKوَ LالنقطتینيتلاحقKzوَ Lzعینـ
6.tالنقطةنعتبر.موجبحقیقيعددtG ّلنقطاحمرجA،BوCبالمعاملاتالمرفقةt،2الترتیبعلى2و.

رـأ .tGالنقطةوجودبرّ
tLGالشعاععنرعبّ ـب


LAالشعاعبدلالة


.

دـجـ .مجموعة الأعداد الحقیقیة الموجبةtیمسحلماtGالنقطمجموعةحدّ
منتصف القطعةtGالنقطةتكون،tـلقیمةأيّ أجلمنـد AL؟

)  نقاط 6,5(:الرابعالتمرین
I.gالدالة العددیة المعرّفة على المجال 0; ِبـ :  1lng x x

x
 

.gجاه تغیّر الدالة ادرس اتّ .1

استنتج إشارة . 2 g xفي المجال 0; 21، ثمّ إشارةg
x

  
 

.

II.f ّفة على المجالالدالة العددیة المعر 0;كما یلي:

  23 ln 1f x x x
x

     
 

0xإذا كان     َو 0 3f  

وَ  fCالمعلم المتعامد والمتجانسلىنسوب إمثیلها البیاني في المستوي المت ; ,O i j
 

.
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2 3 4

2

3

4

5

0 1

1

x

y

2 3 4
-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

2 3 4

2

3

4

-1
0 1

1

x

y

:ن أنّ بیّ ـأ.1 
0

lim 3
x

f x


  ،ماذا تستنتج؟

.من الیمین ؟ أعط تفسیا هندسیا للنتیجة0قابلة للاشتقاق عندfهل الدالة ـب

2lim:بیّن أنّ ـأ. 2 ln 1 2
x

x
x

   
 

: یمكن استعمال النتیجة(.  
0

ln 1
lim 1
u

u
u


(.

استنتجـب  lim
x

f x


.

بین أنّ المستقیمـجـ 1الذي معادلتهy x مقارب للمنحني fCعند.

قابلة للاشتقاق على المجالfن أنّ بیّ أ ـ.3 0; ّوأن :  21f x g
x

    
 

.)'fهي الدالة المشتقة للدالةf(

.ثمّ شكّل جدول تغیّراتهاfغیّر الدالةجاه تاستنتج اتّ ـب
المعادلةنّ ن أبیّ ـجـ   0f x  بل حلا المجالفيداً یحو تق 0; ّ1,6: ق أنّ ، ثم تحق 1,7 .
مثّلـد  َو fC.) ّنقبل أن فوق fC(.
4.F ّالمجالالعددیة المعرفة علىالة الد 0; بـ :   

x
F x f t dt


 

ولیكن FCتمثیلها البیاني في المستوي السابق.
دون حساب عبارةFالةر الدّ جاه تغیّ درس اتّ اُ ـأ  F x.

)معادلة لـنعیّ ـب  )T ،مماس المنحنى FCة ذات الفاصلة في النقط.
ن المنحنىعیّ ، ن بین المنحنیات الثلاثة التالیةمـجـ  FC مع التبریر.

3الشكل 2الشكل 1الشكل 

ــــ ـــ ــ ـبالتوفیقـ ــ ـــ ــــ 
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2015لبكالوریا تجریبي ماي التصحیح النموذجي 
الموضوع الأول

) نقاط4(التمرین الأول
x َوyحیثغیر معدومین انطبیعیعددان:x y.
Sمجموعة الثنائیات ;x yحیث: gcd ;p x y y x .
احسب -أ.1 gcd 363;484p. ّالثنائیة تحقّق أن 363;484تنتمي إلى المجموعةS.0,75ن

لدینا  gcd 363;484 121p  484و بما 363 121  إذن 363;484 S

هل الثنائیة . عدد طبیعي غیر معدوم n-ب ; 1n n  المجموعةتنتمي إلىS؟
لدینا  1 1 1 1n n    إذن یوجد عددان صحیحانuوv حیث 1 1u n v n    وعلیه فحسب مبرهنة بیزو

 gcd ; 1 1p n n  .
:لدینا و  1 1n n   إذن   gcd ; 1 1p n n n n    وبالتالي ; 1n n S .0,5ن
برهن أن الثنائیة-أ.2 ;x yتكون من المجموعةS إذا و فقط إذا وجد عدد طبیعي غیر معدومk یحقق:

 x k y x  َو  1y k y x  .

 ّنفرض أن ;x y S معناه gcd ;
0
p x y y x
x y

  

 

: حیثk'وkومعناه یوجد عددان طبیعیان غیر معدومین

 
 
 
'

gcd ; ' 1

x k y x

y k y x

p k k

 

 

 

0مع x y  ومنه ،   
 
'

gcd ; ' 1

y x k y x k y x

p k k

    



وهذا یعني أنّ  

  
 
'

gcd ; ' 1

y x k k y x

p k k

   



ویكافئ 

 
' 1
gcd ; ' 1
k k
p k k
 

 
':أي 1k k 

وبالتالي إذا كان  ;x y S فإنه یوجد عدد طبیعي غیر معدومkحیث: 
  1

x k y x

y k y x

 

  

ن0,5.

نفرض أنّه یوجد عدد طبیعي غیر معدومkیحقق : x k y x و  1y k y x   ،
بما أنّ  gcd ; 1 1p k k   ّفإن gcd ;p x y y x  ومنه ;x y S.0,5ن
استنتج أنّه من أجل كلّ ثنائیة-ب ;x yمنS یكون    ; 1ppcm x y k k y x   مع*k 

لدینا    gcd ; ;xy p x y ppcm x y  ّوهذا یعني أن   
;

gcd ;
xyppcm x y

p x y


لتكن  ;x yمن المجموعةS إذن gcd ;p x y y x  ومنه ; xyppcm x y
y x
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 ;x y Sمعناه یوجد عدد طبیعي غیر معدومkیحقق : x k y x و  1y k y x   ومنه

      1
;

k y x k y x
ppcm x y

y x
   




أي     ; 1ppcm x y k k y x   ن0,5

.228ن مجموعة قواسم العدد عیّ -أ.3
2228لدینا بالتحلیل  2 3 19  و هي 228مجموعة قواسم العدد و باستعمال الشجرة نجد:

 228 1;2;3;4;6;12;19;38;57;76;114;228D .0,5ن
استنتج مجموعة الثنائیات-ب ;x yمنSالتي تحقّق : ; 228ppcm x y 

لدینا  ;x y S معناه    ; 1ppcm x y k k y x  و بالتالي تصبح المعادلة بالشكل
  1 228k k y x   و بالمطابقة:

228 1 2 114   1و منهk  114وy x  إذن   ; 114;228x y 

228 2 3 38   2و منهk  38وy x  إذن   ; 76;114x y  ن0,75
228 3 4 19   3و منهk  19وy x  إذن   ; 57;76x y 

:خلاصة        ; 114;228 ; 76;114 ; 57;76x y 

)نقاط4,5(: الثانيالتمرین 
:zالمعادلة ذات المجهولنعتبر في مجموعة الأعداد المركبة 

   3 28 25 8 25 0z i z i z i      ..... E
تحقّق أنّ -أ. 1 iحل للمعادلة Eثم عین العددین الحقیقیین ،aوb.

بالتعویض نجد        3 28 25 8 25 8 25 8 25 0i i i i i i i i i i               

إذن iحل للمعادلة E 8و بالمطابقة نجدa   25وb  .0,5ن
المعادلةحل في -ب E یعني  2 8 25 0z i z z    و منهz i 

2او  8 25 0z z   أي 264 100 36 6i      4و منه 3z i  4و 3z i  .0,5ن
منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانسالمستوي . 2 ; ,O u v

 
: هي صور الأعداد المركبةDوA،B،Cالنقط. 

1Az ،Bz i  ،4 3Cz i  َ4و 3Dz i على الترتیب.
وقیساً للزاویةADوَ ACاُحسب-أ ;CA CD

 
نACD.0,5المثلثاستنتج طبیعةثمّ ،

4لدینا 3 1 3 3C AACz z z i i       َ3منه  و 2AC 

4لدینا 3 1 3 3D AADz z z i i       َ3منه  و 2AD 

لدینا و    6; arg arg arg 1
3 3 4

D C

A C

z z iCA CD i
z z i

              

 

.قائم و متساوي الساقینACDو منه المثلث 
مرجح الجملةFلاحقة النقطةFzاُحسب-ب      ;1 ; ;1 ; ; 1A D C 
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1لدینا  4 3 4 3 1 6
1

A D C
F
z z zz i i i 
        .0,25ن

F:لدینا؟ACDFما طبیعة الرباعي A D Cz z z z  معناهF D A Cz z z z  يأ:FD CAz z 

ACو منه  DF
 

ن0,25.متوازي الأضلاع ACDFو منه 

3اُكتب العدد- ـج 3i 3:        على الشكل المثلثي 33 3 3 2 cos sin
4 4

i       
 

ن0,25

باحس 20143 3i :

   20142014 2014 3 2014 33 3 3 2 cos sin
4 4

i i       
 

:أي     2014 201420143 3 3 2 cos sin 3 2
2 2

i i i       
 

ن0,25

4: حیثz'لاحقتهاM'، نرفق النقطةzلاحقتها، Aتختلف عنMمن أجل كلّ نقطة.3 3'
1

i z iz
z

  




3: تحقّق أنّ -أ 3'
1
iz i

z
 

 


4 3 1 3 3'
1 1 1

i z i z iz i i
z z z

     
   

  
ن0,25

':بیّن أنّ -ب 3 2MA M B  . 3لدینا 3'
1
iz i

z
 

 


ن0,25

أي   ' 1 3 3z i z i     و منه' 1 3 3 3 2z i z i       و منه' 3 2MA M B .

:بین أن    3; ; ' 2
4

u AM u BM k   
   

kمع  .0,25ن

لدینا   ' 1 3 3z i z i     و منه     3arg ' 1 arg 3 3 2
4

z i z i k         

و منه     3arg 1 arg ' 2
4

z z i k     أي:    3; ; ' 2
4

u AM u BM k   
   

kمع  .

عیّن المجموعة-جـ للنقطMمن المستوي بحیث یكون :' 3 iz i e  ا یتغیر .فيلمّ
':دینال 3 iz i e  ومنه' 3z i  3أيBM   2و منهAM 

إذن  دائرة مركزهاA ن2.0,25و نصف قطرها

عیّن المجموعة-د 'للنقط'Mبحیث یكون : 1
4

arg z k    معk ،

لدینا     3arg 1 arg ' 2
4

z z i k      و منه  3arg ' 2
4 4
k z i k      

 ; '
2

u BM k  
 

و منه ' الذي یشملهي المستقیمB و شعاع توجیههv


نB.0,25باستثناء 

.EلاحقةEzعین.3ونسبتهAالذي مركزهhبالتحاكيEصورة النقطةهي Dالنقطة-أ.4
لدینا  h E D معناه 3D A E Az z z z    معناهو 4 3 1 3 1Ei z    
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Ez:أي i.0,25ن
.CإلىDو یحولBإلىEیحولالذي rزاویة الدورانمركز و عین-ب

لدینا  r E Bو r D C.24:نعلم أن 3
4 3

i
B C

E D

z z i ia i e
z z i i

   
   

  

Bو E B Eb z a z z iz   1:أيb i 

1و منه  1
1 1 A
b iz z
a i


   
 

و زاویته Aمركزه rالدورانو منه 
2
.0,25ن0,25+ن

hتحویل ما طبیعة ال- جـ r؟
3و زاویته 3و نسبته Aمركزه مباشرتحاكي و دوران فهو تشابههو مركب 

2 2
  .0,25ن

)نقاط 4,5: (التمرین الثالث
الفضاء منسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس ; , ,O i j k

  
: نعتبر النقط .  3; 2;2A ، 6;1;5B ،

 6; 2; 1C   َو 9;1;2D َالمستقیمو الذي تمثیل وسیطي له  :

6
12
2

2

x t

y t

z t

 
   

 

tحیث .

المستويتنتمي إلىDوأنّ النقطةAقائم فيABCبیّن أنّ المثلث-أ. 1 ABC.0,25ن0,25+ن
لدینا  3;3;3AB


و  3;0; 3AC 


و . 3 3 0 3 3 0AB AC      

 
.Aقائم فيABCالمثلثإذن 

لدینا  6;3;0AD


ADبحیث من و نبحث عن  AB AC  
  

و منه
3 3 6
3 3
3 3 0

 

 

 
 
  

1و منه   1و  و منه الأشعةAB


ACو


ADو


من نفس المستوي  إذن   D ABC.
بیّن أنّ المستقیم-ب عمودي على المستوي ABCثم اُكتب معادلة دیكارتیة للمستوي ، ABC.

 1; 2;1u 


لمستقیمشعاع توجیه ل  نحسب الجداءان
. 1 3 2 3 1 3 0u AB       
 

و  . 1 3 2 0 1 3 0u AC        
 

ن0,5
المستقیمإذن  عمودي على المستوي ABC و منه ،u


شعاع ناظمي للمستوي  ABC،

معادلة و بالتالي تكون  ABC 2من الشكل 0x y z d   

و لدینا  A ABC یكون 3 2 2 2 0d     9أيd  

الدیكارتیة للمستويو تكون المعادلة ABC2:هي 9 0x y z   .0,25ن

0DC:أنّ بین -جـ DB DA  
   

لدینا.  
3 3 6
3 0 3
3 3 0

DC DB DA
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:أي 
0
0
0

DC DB DA
 
    
 
 

  
0DC: أي DB DA  

   
ن0,25

.1و1،1معاملاتالمرفقة بCوA،Bمرجح للنقطDذنا
ABDCاستنتج مع التبریر طبیعة الرباعي-د

0DC: لدینا DB DA  
   

DCمعناه DB DA 
  

ن0,5مستطیل ABDCإذن Aالمثلث قائم فيABCمتوازي الأضلاع و لدینا ABDCو منه 
3مساحته 3 3 2 9 6S AB AC ua    .0,25ن

، نقطة تقاطع المستقیمIعین احداثیي النقطة-أ. 2 و المستوي ABC.

16نجد بالتعویض 2 2 2 9 6 0
2

t t t t          
 

0tو منه   16إذن; ;2
2

I   
 

ن0,25.

.ABDCهي مركز الرباعيIتحقٌق أنّ -ب
6

2
A Dx x

 1و
2 2

A Dy y
  2و

2
A Dz z

 إذنIمستطیلمركز الABDC.0,25ن

عین المجموعة-جـ للنقطMمن الفضاء بحیث :
4MA MB MC MD MA MB MC     

      
.

4MAمعناه ABDCمستطیلمركز الIلدینا  MB MC MD MI   
    

.
الجملة مرجح Dلدینا      ; 1 ; ;1 ; ;1A B C معناهMA MB MC MD  

   

المجموعةو منه  تحققMD MI أي  المستوي المحوري للقطعة DI.0,5ن
3.Nنقطة متغیرة من تختلف عنI.

، الحجم tاُحسب بدلالة الوسیط-أ v tللهرم ،ABDCN.

;16لدینا  2 ; 2
2

N t t t     
 

و منه  ; 2 ;NI t t t


أي  22 22 6NI t t t t    

و علیه   1 19 6 6
3 3ABCDv t S NI t  أي  18 .v t t u v ن0,5

من Fوَ Eعیّن احداثیتي النقطتین-ب حتى یكون  :  36 .v t u v0,25ن0,25+ن

لدینا   18 36v t t  2و منهt  2أيt  2أوt   98و یكون; ;4
2

E   
 

;74وَ  ;0
2

F  
 
 

استنتج أنّ المستوي-جـ ABCهو المستوي المحوري للقطعة EF.0,25ن
من Fوَ Eبما أن  العمودي على ABC فيIو ،I منتصف EF إذن ABC هو المستوي

المحوري للقطعة EF
)  نقاط 7: (التمرین الرابع
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.gالة المعرّفة الدّ lim
x

g x


 علىـب:  10 8 xg x x e  .
نg.0,5اُدرس اتجاه تغیر الدالة.  1

 lim
x

g x


 و  10lim lim 8
x

x x

eg x x
x x 

 
     

 
و  8 xg x e    منه و  0g x  یعنيln8x 

ومنه  ln8ln8 10 8ln8 18 24ln 2g e    

x،استنتج  أنّه من أجل كل عدد حقیقي. 2  18 24ln 2g x  

حسب جدول التغیرات   18 24ln 2 1,36 0g x     ن0,25

.fالة المعرّفة على : بـالدّ  1 2
4 1x

xf x x
e

 


.

 C متعامدالمعلم الالمستوي المنسوب إلى تمثیلها البیاني في ; ,O i j
 

1i: ، حیث cm


2jوَ  cm


ن0,25+ن.0,25عندوَ عندfحسب نهایتي الدالةاُ -أ.  1

  1 2lim lim
4 1xx x

xf x x
e 

      
وَ   1 2lim lim

4 1xx x

xf x x
e 

      
.

x:بیّن أنّه من أجل كلّ عدد حقیقي-ب   

 2
9

'
4 1

x

x

e g x
f x

e





) .'fهي الدالة المشتقة للدالةf(

 
 
   

2

2 2

2 1 21 2 1 8 8 8
4 1 4 1

x x x x x x

x x

e xe e e e xef x
e e

         
 

و

 
 

2

2
9 10 8

4 1

x x x

x

e xe ef x
e

   


و منه    

 2
9

'
4 1

x

x

e g x
f x

e





ن0,5.

.ل جدول تغیراتهاوشكّ fجاه تغیر الدالةاستنتج اتّ -جـ
لدینا   0g x من أجل كلx منو منه  0f x 

.لأنه مجموع و جداء أعداد موجبة 
ن.0,25اذن الدالة متزایدة تماما على 

أثبت أنّ المنحني-أ.  2 C یقبل مستقیمین مقاربین 

  1 2lim lim 0
4 1xx x

xf x x
e 

      
إذن  عندمستقیم مقارب0,25ن

  9 2lim lim 0
4 1

x

xx x

xef x x
e 

      
إذن 'عندمستقیم مقارب.0,25ن

ادرس وضعیة-ب Cبالنسبة إلى .0,25ن

x

 g x


 g x

 3ln 2
0 

 

18 24ln 2


x

 
4
xf x 

 0
0 

x

 f x


 f x










ریاضیات المستودعات

8من7صفحة 

2 3 4 5 6 7 8 9 10-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10

2

3

4

5

6

7

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

  1 2
4 1x

xf x x
e

 


:و یكون لدینا xإشارتها هي 

3 .hالة المعرّفة على : بــالدّ  1 x xh x e xe  .
ن0,25، ثم شكل جدول تغیراتهاhاُدرس تغیرات الدالة-أ 

 lim 1
x

h x


 و    lim lim 1 1x
x x

h x e x
 

    

و  x x x xh x e xe e xe      إشارة h x هيx
المعادلةنّ أن بیّ -ب  0h x  بل حلا في المجالداً یحو تق 0; ،

الدالة مستمرة و متزایدة تماما على  0; و تأخذ قیمها في المجال
 ;2 حسب نظریة القیم المتوسطة فإن المعادلة 0یشمل القیمة ،
  0h x  بل حلا في المجالداً یوحتق 0;

لدینا      1,2 1,3 0,33 0,1 0,33 0h h      1,2و منه 1,3 .0,75ن
استنتج إشارة-جـ h xحسب قیمx.0,25ن

: بیّن أنّ -أ. 4  1'
4

f x  تكافئ  0h x .0,5ن

  1'
4

f x  معناهو
 

2

2
9 10 8 1

44 1

x x x

x

e xe e

e

  



ومعناه

2 29 10 8 2 1x x x x xe xe e e e     معناهو 8 1 0x xe xe   معناهو  0h x .

1:بیّن أنّ -ب
1

e




ن0,25

:لدینا   0h   1معناهو 0e e    1معناهو
1

e




.

بالتعویض   1 2
4 1

f
e
  


معناهوَ   9 2
4

f    ن0,25

للمنحنيT، معادلة للمماساستنتج  بدلالة-جـ Cالموازي للمستقیم .
Tوازي ی  معناه  1'

4
f x كافئ و هذا ی  0h x  معناهوx 

:و منه تكون المعادلة   1
4

y x f   1:أي 2 2
4

y x    .0,25ن

مثّل-أ.5 ، ،T َو C.0,75ن
ن0,75، عدد mحسب قیم الوسیط الحقیقي،ناقش بیانیاً -ب

شارة حلول المعادلة ذات المجهول ٕ x:وا  1
4

f x x m .
إذا كان ـ ;0m   فإن المعادلة تقبل حلا وحیدا سالبا،

الوضعیةفوق            تحت

إشارة

x

 h x


 h x

 0
0 

1 

2
 

x

 h x

 

0 
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إذا كان ـ 0;2 2m   تماما فإن المعادلة تقبل حلین موجبین،
2إذا كان ـ 2m   فإن المعادلة تقبل حلا مضاعفا موجبا تماما هو،
إذا كان ـ 2 2;m    فإن المعادلة لا تقبل حلا.

منxمن أجل.6 0;لنقطة، نعتبر اKمن محور الفواصل فاصلتهاx ، المستقیم الموازي لمحور التراتیب والذي
یقطع المنحنيKیشمل Cفي النقطةMوالمستقیم في النقطةN،نضع: x MN .
منxبیّن أنّه من أجل-أ 0;  :  2

1x
xx

e
 


.

لدینا  ;0K x ،  ;M x f xو;
4
xN x 

 
 

و منه  
22 2

1 1x x
x xx MN

e e
       

لأنّ  0;x   ن0,25

،عظمىMNحتى تكون المسافةMعیّن فاصلة النقطة-ب
عندما تكون عظمىMNالمسافةتكون  M T و تكون فاصلتها هي.0,25ن

:نضع-جـ 2
I x dx


  . ّالتكاملر هندسیاً فسI،

Iة الحیز المستوي المحدد بالمنحني هي مساح Cو المستقیم  المستقیمین اللذین معادلتاهماو:
x  َ2وx .0,25ن

:أنّ ن بیّ ـ    
2

2 2 1 2
4

1
I

e
   


  

 


ن0,25.

2x:لدینا   2و منه 2 4x  2و من جهة أخرىxe e e   21و منه 1 1xe e e     

21:أي 1 1 1
1

xe e


    


2و منه 
1 1 1
1 1xe e





 
 

:و بالتالي 2
2 14
1

x
e
 




 


و علیه      
2

2
2 12 4 2
1

x dx
e 

   





   


:أي    
2

2 2 1 2
4

1
I

e
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الجمهوریة الجزائریة الدیمقراطیة الشعبیة
المحمدیة -مسكن500ة ثانوی–معسكرمدیریة التربیة لوزارة التربیة الوطنیة                      

2015ماي : دورة2015بكالوریا نموذجتقني ریاضي: الشعبة

ساعات ونصف4: المدةبلفاطمي محمد: الأستاذ الریاضیات   : اختبار في مادة
على المترشح أن یختار أحد الموضوعین التالیین

الموضوع الأول
)نقاط 04: ( الأولالتمرین 

عامد و المتجانس نعتبر في الفضاء المنسوب الي المعلم المت ; ; ;A AB AD AE
  

.1و طول حرفه ABCDEFGHالمكعب
إلي منتصفات القطع KوJو Iبنرمز  BC و BFو HF على الترتیب.
.A،B،C،D،E،F،G،H،I،J،Kالنقط تعین  إحداثیا) 1
تحقق أن الشعاع - أ)2 2;1;1n


عمودي على المستوي IJK.

4تحقق أن - ب 2 2 5 0x y z    هي معادلة للمستوي IJK.
أكتب تمثیلا وسیطیا للمستقیم -أ) 3 CD.

أدرس الوضع النسبي للمستقیم- ب CDو المستوي IJK.
ن تمثیل وسیطي لـ عی-أ) 4  الذي یشملG و یعامد المستوي IJK.

بین - ب CDو  لا یقعان في نفس المستوي.
لتكن ) 5 Sسطح الكرة ذات المركزGو التي تشمل النقطةF.

و المستويGأحسب المسافة بین النقطة-أ IJK          .اوجد المعادلة الدیكارتیة لـ -ب S.
بین المستوي-ج IJKیقطع سطح الكرة Sو فق دائرة Cیطلب تعیین مركزهاو طول نصف قطرهاr.

)نقاط05(: التمرین الثاني
1( P zكثیر الحدود للمتغیر المركبz حیث:     3 22 4 2 4P z z i z i z i     .

أحسب -أ P i و ماذا تستنتج.
z :یث من أجل كل عدد مركب بحو عیین العددین الحقیقیین -ب    2P z z i z z    

المعادلة حل في المجموعة -ج  0P z  مع كتابة الحلول على الشكل الآسي   .
المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس) 2 ; ,O u v

 
.A َوB على الترتیبنقطتان من المستوي  لاحقتاهما

AZ i َ1و 3BZ i  .Sالتشابه المباشر في المستوي الذي مركزهOو الذي یحولAإلىB.
.ثم عین نسبته وزاویتهSاُكتب العبارة المركبة للتشابه- أ

نعتبر متتالیة النقط -ب nA   0: المعرفة بـA Aو من أجل كل عدد طبیعيn ، 1n nA S A .
.nAإلى لاحقة النقطةnZو نرمز بـ 

1عین لاحقتي النقطتینA َ2وA.

برهن أنه من أجل كل عدد طبیعيn ،
5

2 62
ni

n
nZ e

   
 .

نعتبر في ) 3 المعادلة ذات المجهول ;x y   :12 5 3x y ) .........(.
فيحل–أ   المعادلة)  (.لاحظ أن الثنائیة 4;9 حل للمعادلة).(

.تنتمي إلى المحور الحقیقي الموجبnAحیث تكون النقطnاستنتج مجموعة الأعداد الطبیعیة –ب 
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3n، العدد nعدد طبیعيه من أجل كلّ ن أنّ بیّ ) 4

n

Z
Z
3استنتج  طبیعة المثلثات، تخیلي صرفn nOA A .

قیسا للزاویةnن بدلالة عیّ ) 5 2;n nOA OA
 

.في استقامیة2nAوO،nAبحیث تكون النقطnثم استنتج مجموعة قیم العدد الطبیعي
)نقاط04: (لث التمرین الثا

نعتبر المعادلة) 1 Eذات المجهولین الصحیحینxوy 11:حیث 5 2x y .
أثبت أنه إذا كانت الثنائیة- أ ;x y2منحلا للمعادلة E فإن 4 11y .استنتج حلول المعادلة-ب E.
5:عددا طبیعیا غیر معدوم ، نضع nلیكن ) 2 2a n  11و 4b n .
.bوaمشترك الأكبر للعددینعین القیم الممكنة للقاسم ال- أ

بحیث یكون nعین قیم -ب ; 2PGCD a b .استنتج قیم- جn بحیث یكون العددانaوb أولیین فیما بینهما.
25: ، نضع nمن أجل كل عدد طبیعي ) 3 7 2A n n   211و 15 4B n n  .
بین أن العدد - أ 1n  یقسم كل من العددینA وB       .استنتج ، حسب قیم -بn القاسم المشترك الأكبر للعددین ،A وB    .

)ط انق07: (رابع الالتمرین 
و متجانس معلم متعامد إليالمستوي المنسوب  ; ,O i j

 
.

: كما یلي المعرفة gلتكن الدالة :1جزء   xg x ae b x   حیثa وb عددان حقیقیان.
لتمثیل البیاني لـهو االشكل المقابل gC للدالة ممثلg و  0النقطة ذات فاصلة المماس عند.

:بقراءة بیانیة 
عین ) .2و عند gعین نهایتین الدالة ) 1 0g و ' 0g.
.gالدالة شارةإعین ) 4.ثم شكل جدول تغیرات gعین اتجاه تغیر الدالة ) 3
عین ) 5 'g x بدلالةa وb.
: باستعمال معطیات سابقة بین أن -أ)6  2xg x e x  .

.   عند أطراف مجموعة التعریف gاحسب نهایات الدالة -ب
. ثم شكل جدول تغیرات gین اتجاه تغیر الدالة ع- ج

: كمایلي دالة معرفة على f:2جزء    1 xf x x x e    و fC تمثیلها البیاني.
x :عدد حقیقي بین أنه من اجل كل )1   ' xf x e g x.2 ( أدرس التغیرات الدالةf.

بین أن المعادلة ) 3  0f x  تقبل في حلا وحیدا 10: حیث
2

 .

أثبت أن المستقیم -أ) 4  ذى المعادلةy x مستقیم مقارب مائل بجوار.
أدرس الوضعیة النسبیة لـ - ب fCبالنسبة إلى .

بین أن -أ) 5 fC یقبل نقطة انعطافA یطلب تعیین إحداثیاتها.
: تحقق أن - ب 3 31 5 0e x e y    هي معادلة المماس Tلـ fC عند النقطةA.

أرسم ) 6  ، T و fC.

7 ( nu 0المتتالیة المعرفة كمایلي
1
2

u  و من أجل كل عدد طبیعيn : 1n nu f u .

باستخدام - أ fC و المستقیم  0مثل حدودu ،1u 2وu على حامل محور الفواصل.
1nu: فإن nن أنه من أجل كل عدد طبیعي بی-ب .
بین أن المتتالیة-ج nu ماذا تستنتج ثم عین - د.           متناقصة تماماlim nx

u


.

2-1-2-3-4

2

3

4

5

6

7

8

9

-1
0 1

1

x

y
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لثانيالموضوع ا
)نقاط4,5(:التمرین الأول

في نعتبر) 1 المعادلة Eذات المجهول ;x y :4 9 5x y ....... E.
بیّن أنّه إذا كانت الثنائیة -أ ;x yدلةحلا للمعا Eفإن 8 9x ثم استنتج حلول المعادلة ، E.
35xحیثyفي نظام التعداد الذي أساسه98و یكتبxفي نظام التعداد الذي أساسه43عدد طبیعي یكتب -ب 15وy .
.في النظام العشريثم اُكتبyوَ xعین القیم الممكنة لـ -

.9على4n، بواقي قسمة العددnاُدرس، حسب قیم العدد الطبیعي-أ) 2
عین الثنائیات- ب ;x yمن حلول المعادلة Eحیث یكون : 2011 4 7 0 9x y  .

9: حیثbوaنعتبر العددان الطبیعیان )3 8a n 4و 3b n ولیكنdقاسمهما المشترك الأكبر.
5dبحیث یكون nعین مجموعة قیم العدد الطبیعي-ب  .dلقیم الممكنة لـما هي ا-أ .

29: ، نضعnمن أجل كلّ عدد طبیعي) 4 17 8A n n   َ24و 7 3B n n  .
بیّن أنّ العدد-أ 1n یقسم كل من العددینA َوB.
.Bوَ A، القاسم المشترك الأكبر للعددینnاستنتج ، حسب قیم - ب

)نقاط5(: ثانيالتمرین ال
:1جزء  P z كثیر حدود حیث:  3 24 6 4P z z z z    حیثzعدد مركب.

أحسب ) أ 2Pنعین العددین الحقیقییثم وبحیث من أجل كل عدد مركبz:    22     P z z z z.
المعادلة حل في المجموعة ) ب  0P z مع كتابة الحلول على الشكل الآسي  .

في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس :2جزء  ; ;O u v
  ) 5وحدة الطولcm. (

'1:حیث z'ذات اللاحقة M'النقطة zةذات اللاحقMالتحویل النقطي الذي یرفق بكل نقطة Sلیكن 
2
iz z

.تشابه مباشر یطلب تعیین عناصره ممیزة  Sبین أن ) 1

0النقطة لاحقتها 0Aنسمي) 2 2z أجل كل عدد طبیعيو منn نضع : 1n nA S A مع  النقطة ،nA صورة العدد المركبnz.

.1A ،2A ،3A ،4A: ثم علم النقط 1z ،2z ،3z ،4z: أحسب - أ

n: نضع nمن اجل كل عدد طبیعي -ب nu OA أثبت أن المتتالیة ، nu هندسیة یطلب تحدید أساسها و حدها الأول ، ثم تحقق أنه

12: أن nمن أجل كل عدد طبیعي 
2

n

nu
   
 

.

تنتمي كل نقط 0nابتداء من أي رتبة ) 3
0n

Aالذي مركزه صالقر إليO هل ) 0.1.4و نصف قطره nu متقاربة ؟ لماذا ؟

1: أن nأثبت أنه من أجل كل عدد طبیعي ) 5

1

n n

n

z z i
z





1: ث ثم استنتج طبیعة المثلn nOA A .

لتكن) 6 nvالمتتالیة معرفة علي 0:بـ 1 ....n nv OA OA OA   عبر عنnv بدلالةnثم اوجدlim nn
v


.النتیجةفسر

)نقاط4(: ثالثالتمرین ال
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; , ,O i j k

  
نعتبر النقط 1;1;2A، 1;3;0B، 2;2; 5C ، 4;5;5D

والمستوي P1ذي معادلته ال 0   x y z.
تعین مستویاCوA،Bبیّن أنّ النقط-أ )1 ABC.
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تحقّق أنّ الشعاع-ب 3; 2;1

nناظمي للمستوي ABCثمّ عین معادلة دیكارتیة له.

بیّن أنّ المستویین-أ)2 Pو ABCمتعامدان .

بیّن أنّ تقاطع المستویین-ب Pو ABCهو المستقیم لمعرّف بتمثیله الوسیطي ا
1
4
5

x t
y t
z t

 
 
 

وسیط حقیقي tحیث 

والمستويDاحسب المسافة بین–ج  Pوالمسافة بینDوالمستوي ABC ّاستنتج المسافة بینثمDالمستقیمو 
اكتب معادلة دیكارتیة للمستوي -أ)3 1P الذي یشمل النقطةD العمودي على كل من المستویینو Pو ABC.

بیّن أنّ المستویات الثلاث-ب 1P  ، Pو ABCتتقاطع في نقطةHیطلب تعیین إحداثیاتها.
مالمستقیوDاستنتج مرة أخرى المسافة بین النقطة -ج .
سطح الكرةلمعادلة دیكارتیةاكتب -د Sمركزها التيD المستقیمو تمس .

)ط انق06.5: ( الرابعالتمرین 
المستوي المنسوب إلي معلم متعامد و متجانس  ; ,O i j

 
.

المعرفة gلتكن الدالة :1جزء  0; كما یلي :  lng x ax b c x  

.حقیقیةعددأcوbو aحیث
التمثیل البیاني لـ المقابل هو الشكل  gC للدالة ممثلgو  النقطةالمماس عندB.

.یوازي محور فواصلAو مماس عند 1ذات فاصلة 
:ة بقراءة بیانی

.  Bو احدثیات النقطة Aعین فاصلة النقطة ) 1
عین ) .3و 0عند gدالة للعین نهایتین ) 2 ' 2g بین أنو ' 1 1g .
عین معادلة ) 4.ثم شكل جدول تغیرات gعین اتجاه تغیر الدالة ) 3 .
بین أن المعادلة ) 5  0f x  تقبل حلین احدهما 3حیث 4  مع التعلیل.
احسب ) x.7حسب قیمgشارة الدالةإعین ) 6 'g x بدلالةa وc.
: باستعمال معطیات سابقة بین أن-أ)8  1 2lng x x x   .

.   عند أطراف مجموعة التعریف gاحسب نهایات الدالة - ب
. ثم شكل جدول تغیرات gعین اتجاه تغیر الدالة -ج

المعرفة علي المجالhنعتبر الدالة ) 9 0;ب :    2h x g x   .
أحسب - أ 'h x بدلالة g x و 'g x ثم استنتج إشارة'h               .ادرس تغیرات الدالة -بh.

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة :2جزء  0;ب :  21 2 ln
2

f x x x x x   و 0 0f  و fCتمثیلها البیاني.

احسب -أ) 1 lim
x
f x


- ب 

0
lim
x

f x
x

.ثم فسر النتیجة هندسیا 

من المجال xبین أنه من أجل كل) 2 0; :   'f x g x ثم استنتج اتجاه تغیر الدالة ،f ثم شكل جدول التغیرات.

تحقق أن -أ) 3  21 2
2

f      ثم اوجد حصرا لـ f .ارسم المنحنى -ب fC في المجال 0;5 3.5نأخذ .

: حلول المعادلة mم ناقش بیانیا حسب قی- ج   2 2 4 ln 2lnx x x x m   علي المجال 0;5.

2 3 4 5 6 7-1

2

3

4

5

6
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-3
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-محمدیة ال–كریم العربي الھاشمي ثانویة 
الریاضیات: المادة 2015بكالوریاتموذج تصحیح

تقني ریاضي :الشــــــــــــعبة 
2015/ 2014:السنة الدراسیة

دمبلفاطمي مح:ســـــتاذالأإعـداد 
ولالأ:المـــــوضــوع 

:التمرین الأول 
: تعیین احدثیات النقط )1 0;0;0A، 1;0;0B، 1;1;0C، 0;1;0D ، 0;0;1E ، 1;0;1F ، 1;1;1G،

 0;1;1H ،11; ;0
2

I  
 
 

 ،11;0;
2

J  
 
 

 ،1 1; ;1
2 2

K  
 
 

.

تحقق أن -أ) 2 2;1;1n


عمودي على المستوي  IJK.

1 10; ;
2 2

IJ  
 
 


 ،1 ;0;1

2
Ik   
 


و 

       

      

1. 2 1 0 1 1 1 1 0
2

1 1 1 1. 2 0 1 1 0
2 2 2 2

n Ik

n IJ

            


                  

 

  ومنهn Ik

n IJ

 



 

 .

4: تحقق أن ) ب 2 2 5 0x y z    معادلة للمستوي IJK.

   14 2 2 5 4 1 2 2 0 5 5 5 0
2I I Ix y z            
 

و منه  I IJK.

    14 2 2 5 4 1 2 0 2 5 5 5 0
2J J Jx y z            
 

و منه  J IJK.

 1 14 2 2 5 4 2 2 1 5 5 5 0
2 2K K Kx y z                
   

و منه  K IJK.

تمثیل وسیطي للمستقیم -أ) 3 CD : لدینا 1;0;0CD 


.

إذا أخذنا : 1حالة  1;0;0CD 


: نجدCو 
1

1
0

x t
y t
z

  
  
 



ا أخذنا إذ: 2حالة  1;0;0CD 


1: نجدDو 
0

x t
y t
z

 
  
 

 باقي حل سوف استعمل هذا تمثیل.

للمستقیم دراسة الوضع النسبي -ب CD و المستوي IJK.

1
0

4 2 2 5 0

x t
y
z
x y z

 
 
 
    

و منه      4 2 1 2 0 5 0t     4و منه 3 0t   3نجد
4

t  

:  إذن     3 ;1: 0
4

IJK CD       
  

.

عین تمثیل وسیطي لـ -أ) 4  الذي یشملG و یعامد المستوي IJK.
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      2;1;1 ; 1;1;1n G


: إذن 
2 1

1
1

x
y
z


 


 
   
  

.

إثبات أن -ب CDو  لا یقعان في نفس المستوي.
 1;0;0CD 


و 2;1;1n


مستقیمانغیر مرتبطان خطیا فأن  CDو غیر متوزیان.

2 1
1 1
0 1

t 



  
  
  

0ومنه 
1





  
.و هذا تناقض و منه لیس من نفس المستوي 

و المستوي Gحساب المسافة بین النقطة -أ) 5 IJK.

  4 2 2 5 3 24;
816 4 4 24

G G Gx y z
d d G IJK

  
       

.

إیجاد المعادلة الدیكارتیة لـ -ب S.
1FGنصف قطرها   و مركزها 1;1;1G و منه :     2 2 21 1 1 1x y z     .

إثبات أن المستوي -ج IJK یقطع سطح الكرة S.

: لدینا   24; 1
8

d d G IJK R FG       اذن تقاطع هو دائرة C نصف قطرهاr حیث :

2 2 3 5 101
8 8 4

r R d     .

: یث حمركزها      IJK   

2 1
1
1

4 2 2 5 0

x
y
z
x y z





 
  
  
    

و منه      4 2 1 2 1 2 1 5 0         8و منه 4 2 2 2 2 5 0        

12: ومنه  3 0   1إذن نجد
4

   1بتعویض نجد 3 3; ;
2 4 4

  
 
 

.

:التمرین الثاني 
-أ)1         3 22 4 2 4 2 4 2 4 0P i i i i i i i i i i i              0و منهz i جذر لـ P z.
: و تعین -ب

4i4 2i2 i1

4i2ii0i
0421

: ومنه     2 2 4P z z i z z   .
المعادلة حل -ج  0P z .

  0P z  یكافئ  2 2 4 0z i z z    0ومنهz i  2أو 2 4 0z z  .

0z i  2معناه
0 1

i
z i e



 .
2 2 4 0z z  و منه      222 4 1 4 4 16 12 2 3i       

و منه 
4
3

1
2 2 3 1 3 2

2
iiz i e
 

     و
2
3

2
2 2 3 1 3 2

2
iiz i e
 

    .
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.Bإلي Aو الذي بحول Oالذي مركزه Sكتابة العبارة المركبة للتشابه –أ ) 2
z'عبارة العامة لتشابه هي  a z b  و بما أن مبدأ هو مركز فإنO Oz a z b  0و منه 0 b  0إذنb  إذن'z a z.

.aنحسب العدد المركب 

1مباشرة : 1طریقة  3 3B O

A O

z z i ia i
z z i i
   

     
 

.

معناه Bإلي Aتحویل الذي بحول :2طریقة  B S A و منهB Az a z 1و منه 3 3B

A

z i ia i
z i i

  
     


.

: إذن  ' 3z i z  .
0Aلدینا -ب A 0معناهz i و ، 1n nA S A  معناه 1 3n nz i z   .

.2Aو 1Aنتعین لاحقتی
    1 03 3 1 3z i z i i i        

و     2 13 3 1 3 3 3 3 2 3 2z i z i i i i i             

إثبات أن 
5

2 62
ni

n
nz e

   
 .

:هناك عدة طرائق لحل 
: باستعمال تركیب تحویلات : 1طریقة  1n nA S A  و 1 2n nA S A  و 2 3n nA S A .......... 1 0A S A

           1 1 1 2 2 1

1 2 2 33 3 3 3 3 3n n n n nz i z i i z i z i i z   
                        

           3 3 1 4

3 4 4 03 3 3 3 ....... 3 3
n n

n n n n n nz i z i i z i z i z i z   
                    

55 5
6 26 62 22 . 2 . . 2 .

n nn ii ii in n
nz e e e e e

      
 

   
     

  
:2طریقة 

: نلاحظ أن -أ)3   12 4 5 9 48 45 3    إذن : 4;9 حلا للمعادلة. (*)

   
   

12 5 3
12 4 5 9 3

12 4 5 9 0

x y

x y

 
  

   

و منه    12 4 5 9x y   4و منه 9
5 12
x y k k 

   5إذن 4
12 9

x k
k

y k
 

  


. تنتمي إلي المحور الحقیقي الموجبnAحیث تكون النقط nاستنتاج مجموعة الأعداد الطبیعیة -ب

5لدینا  52 . cos sin
6 2 6 2

n
n

n nz i                  
5cos: و تكون نقط تحقق علاقة إذا كان  1

6 2
n    

 

5cos: و منه  cos 0
6 2
n    

 
5و منه  0 2

6 2
n k     5و منه 3 12n k    5و منه 3 12n k 

12: فینتج لنا  5 3k n  5: نجد–أ ) 3و من سؤال 4
12 9

k x
n y





  

   
 12ومنه 9n    .

3n، العدد nإثبات أن من اجل كل عدد طبیعي ) 4

n

z
z
 تخیلي صرف.

 5 3 5 15 5 15
56 23 3 6 6 2 6 2 6 2
2 23 2

5 5 5
6 2 6 2 6 2

2 . 2 2 . .8 8. 8. 8. 8
2 . 2 .

n n ni i i i
n n i i in

n n ni i in n n

z e e e e e e e i
z

e e e

       
  

     

                                      
            
     


      

3nاستنتاج طبیعة المثلثات   nOA A .
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3لدینا  8n

n

z i
z
  3معناهarg

2
n

n

z
z

 
 

 
3argو منه 

2
n O

n O

z z
z z

 
  

و منه   3;
2n nOA OA 

 
 

.

.Oات القائمة في إذن المثلث
قیسا للزاویة nتعیین بدلالة ) 5 2;n nOA OA

 
.

 5 2 5
5 5 5 56 2 52 2 3 2

3 2 6 2 3 62 6
5 5

6 2 6 2

2 . 2 2 . 2 . 2 .
2

2 .

n ni i n n n n nn n i i in n nn
nn ni in n

z e e e e e
z

e e

   
      

   

                                  
       
   

     

: و منه   2
2

5; arg
6

n
n n

n

z nOA OA
z

 
  

 

 
.

.في استقامیة 2nAو O،nA: حتى تكون النقط nاستنتاج قیم 

: نقط في استقامیة یعني  2;n nOA OA k
 

5و منه 
6
n k  5و منه 6n k  5و منه 6n kه و من

6 5
n k  .

6n: ومنه   مع .
:التمرین الثالث 

: إثبات أن -أ)1 4 11x .
11: لدینا  5 2x y   5و منه 11 2y x  و منه 5 2 11y   و منه 5 2 22 11y    و منه 5 20 11y 

: إذن  4 11y  ) و هو المطلوب. (
استنتاج حلول المعادلة -ب E.

لدینا  4 11y  11و منه 4y k  معk  . 11نعوض قیمة 4y k  في معادلة E نجد
11 5 2x y  و منه 11 5 11 4 2x k   11و منه 5 11 20 2x k    11و منه 5 11 22 0x k   .

5نجد  2 0x k   5و منه 2x k .
حلول معادلة   11 4;5 5S k k k   .

تعین قیم -أ) 2 ;d PGCD a b.
: لدینا    11 5 11 5 2 5 11 4 55 22 55 20 2a b n n n n         2و منه

d قیم هي 1;2.
بحیث یكون nقیم ن ییتع-ب ; 2PGCD a b .

من العلاقة ; 2PGCD a b  یقسم 2: نستنتج أنa یقسم 2وb 2یقسم2و بالتاليb a یقسم 2أي   11 4 2 5 2n n  

2nومنه nیقسم 2: بمعني     ) أي :n عدد طبیعي زوجي غیر معدوم.(
یكون بحیث nإذن قیم  ; 2PGCD a b  2هيn  حیث .

:أولیین فیما بینهما bو aبحیث یكون العددان nاستنتاج قیم -ج
بحیثnنعلم قیم  ; 2PGCD a b  2هيn  حیث  و منه نستنتج أن قیمn بحیث یكون ; 1PGCD a b   هي

حیث nقیم  2n   2: بمعنى 1n  ث حی )n  ( و )n عدد طبیعي فردي. (
أن العدد إثبات-أ) 3 1n  یقسم كل من العددینA وB.

.هناك عدة طرائق 
    1 5 2 1A n n a n    و    1 11 4 1B n n b n    .

. Bو A، القاسم المشترك الأكبر للعددینnاستنتاج حسب قیم -ب
          ; 1 ; 1 1 . ;PGCD A B PGCD a n b n n PGCD a b     و منه  نمیز حالتین.

:1الحالة  ; 2PGCD a b  2معناهn  حیث .
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: فنجد          ; 1 . ; 1 2 2 1 2 4 2PGCD A B n PGCD a b n           .
:2الحالة  ; 1PGCD a b  2معناه 1n   حیث .
: فنجد          ; 1 . ; 1 1 1 2 1 1 2 2PGCD A B n PGCD a b n n             .

:التمرین الرابع 
بقراءة بیانیة :1جزء 

1 ( lim
x
g x


  ، lim

x
g x


 .

2 ( 0 3g  و ' 0 0g  ) مماس أفقي یوازي حامل محور الفواصل. (
3 (

:جدول التغیرات 

تعیین إشارة ) 4 g x : نلاحظ أن  3 0g x   منه وg موجبة تماما علي.
تعیین ) 5 'g x بدلالةa وb.

لدینا   xg x ae b x   و منه ' 1xg x ae .
: إثبات أن -أ) 6  2xg x e x  .

: لدینا  
 
0 3

' 0 0

g

g





و منه 

0

0

0 3
1 0

ae b
ae

   


 
3و منه 

1 0
a b
a
 

  
1و منه 

2
a
b


 
.

:   النهایات-ب lim
x
g x


  ، lim

x
g x


 .

: اتجاه تغیر -ج  2xg x e x   و منه ' 1xg x e  و منه ' 0g x  1معناهxe   1و منهxe  0إذنx .

:2جزء 
: إثبات أن )1   ' .xf x e g x.

: لدینا    1 xf x x x e    و منه     ' 1 1 ' . 1x xf x x e e x        و منه   ' 1 1. . 1x xf x e e x    

   ' 1 1 2 2 .x x x x x x x xf x e xe e e xe e e x e g x                  
.fدراسة تغیرات الدالة ) 2

0x
+- 'g x

متزایدة                متناقصة

0x
+- 'g x



3

 g x

0x
+- 'g x

متزایدة                متناقصة

0x
+- 'g x



3

 g x



6تقني ریاضي                                                   إعداد الأستاذ بلفاطمي : شعبة 2013مايبكالوریا تجریبي

   lim lim 1 x

x x
f x x x e 

 
          ،   lim lim 1 0x

x x
f x x x e 

 
         .

: لدینا    ' . 0xf x e g x  و منهf متزایدة تماما.

إثبات أن المعادلة ) 3  0f x  تقبل حل و حید 10مع
2

 .

f 10معرفة و مستمرة و متزایدة تماما على مجال;
2

 
  

و  0 1 0f    1و 0.2
2

f    
 

و منه حسب نظریة قیم متوسطة یوجد حل و 

حیث حید   0f  10و
2

 .

إثبات أن المستقیم -أ) 4  ذي المعادلةy x مستقیم مقارب مائل بجوار.
     lim lim 1 lim 1 0x x

x x x
f x y x x e x x e 

  
                 ومنهy x خط مقارب مائل بجوار.

دراسة وضعیة -ب  و fC.
: حیث ندرس إشارة       1 1x xf x y x x e x x e          0معxe   1ندرس إشارةx .

أنإثبات-أ) 5 fCانعطاف یقبل نقطةA مع إیجاد إحداثیات.
: لدینا    ' .xf x e g xو منه

       '' . ' . . 2 1 . . 2 1 . 3x x x x x x x x x xf x e g x g x e e e x e e e e x e e x                                
 '' 0f x  3یكافئ 0x   3و منهx  مع

و     3 33 3 3 1 3 2.f e e      إذن 33;3 2A e .
: تحقق من أن -ب 3 31 5 0e x e y    مماس معادلة T عندA.

    ' 3 3 3y f x f   و منه    ' 3 3 3y f x f  

:  مع    3 3 3' 3 1 1f e e e     و  33 3 2f e  

: بتعویض   3 31 3 3 2y e x e     

و منه    3 3 31 3 1 3 2y e x e e       

و منه  3 3 31 3 3 3 2y e x e e       

: فان  3 3 31 5 ...................y e x e e    

x
+ 'f x





 f x

1x
+-
 fC   تقاطع fC
فوق   1;1تحت 

3x
+- ''f x

2 3 4 5 6-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

A
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: فان  3 3 1 5e y e x   و منه 3 31 5 0e x e y   .
الرسم 

0لدینا ) 7
1
2

u  و 1n nu f u .

.تمثیل حدود - أ
1nuإثبات أن  -ب .

0nنتحقق من صحتها من اجل : 1مرحلة  .
0لدینا 

1 1
2

u   0و منه صحیحة من اجلn .

1nuمعناه nنفرض أنها صحیحة من اجل : 2مرحلة   و نبرهن صحتها من
1nاجل   1: معناه 1nu  ؟
1nu(لدینا   وf یكافئ ) متزایدة   1nf u f 1ومنه 1nu   لان ) 1 1f .(

إثبات أن -ج nu 1برهان بالتراجع .( متناقصة تمتماn nu u .(
0nنتحقق من صحتها من اجل : 1مرحلة  .

لدینا     0

1
2

1 0 0 0 0
1 11 1
2 2

uu f u u u e e u
       0و منه خاصیة صحیحة من اجلn .

1nمعناه nنفرض أنها صحیحة من اجل :2مرحلة  nu u  1اجل و نبرهن صحتها منn  2: معناه 1n nu u ؟
1n(لدینا  nu u  وf یكافئ ) متزایدة   1n nf u f u  2ومنه 1n nu u .

limنستنتج أن المتتالیة متباعدة و - د nn
u


 .

ثانيال:المـــــوضــوع 
:التمرین الأول 

: إثبات أن -أ)1 8 9x .
4: لدینا  9 5x y   4و منه 9 5x y  و منه 4 5 9x  و منه 4 5 9 9x   و منه 4 4 9x   و منه 1 9x  

 1 9 9x    إذن : 8 9x  ) و هو المطلوب. (
استنتاج حلول المعادلة - E.

لدینا  8 9x  9و منه 8x k  معk  . 9نعوض قیمة 8x k  في معادلة Eد نج
4 9 5x y  و منه 4 9 8 9 5k y   9و منه 4 8 4 9 5k y     9و منه 4 9 27 0k y   .

4نجد  3 0k y   4و منه 3y k .
حلول معادلة   9 8;4 3S k k k   .

5xمع علم أن في النظام العشري مع كتابة yوxقیم ممكنة تعیین ال-ب  10وy .
43لدینا  3 4

x
x    98و 8 9

y
y    3و منه 4 8 9x y   4و منه 9 5x y  و هي معادلة E

9ومنه  8
4 3

x k
k

y k
 

  
 35لدینا و لكن

15
x
y


 
ومنه 

9 8 35
4 3 15
k
k
k

 
  
  

ومنه 

35 8
9

15 3
4

k

k

k

 


 







و منه
3
3

k
k
k


 
  

2 3-1-2

2

3

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

u 0u 1u 2
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ومنه  0;1;2;3k  إذن
0
8
3

k
x
y


 
 

مرفوض ، 
1
17
7

k
x
y


 
 

، مرفوض
2
26
11

k
x
y


 
 

مقبول ، 
3
35
15

k
x
y


 
 

.مقبول 

:1حالة :                                         1حالة 

 
 

2
26
11
3 4 3 4 26 107

8 9 8 9 11 107

k
x
y

x

y





 



 
     
     

 
 

3
35
15
3 4 3 4 35 143

8 9 8 9 15 143

k
x
y

x

y





 



 
     
     

.9علي 4nدراسة بواقي قسمة -أ) 2
 04 1 9 ، 14 4 9 ، 24 16 9 و منه 24 7 9 ، 34 64 9 و منه 34 1 9 3إذن دور هو.

9باقي قسمة على nقیم 

3k1

3 1k 4

3 2k 7

حلول معادلة -ب 2011 4 7 0 9x y  .
لدینا  2011 9 223 4  و منه 2011 4 9 و منه 2011 4 9x x.
إذن  2011 4 7 0 9x y  یكافئ 4 4 7 0 9x y   و منه 4 4 7 9x y  نه و م 4 4 2 9x y .

و منه قیم ممكنة هي 
3: 1حالة  ; 3x y k .
3: 2حالة  1 ; 3 2x y k   .
3: 3حالة  2 ; 3 1x y k   

تعین قیم -أ) 3 ;d PGCD a b.
: لدینا    4 9 4 9 8 9 4 3 36 32 36 27 5a b n n n n         5و منه

d قیم هي 1;5.
بحیث یكون nتعیین قیم -ب ; 5PGCD a b .

من العلاقة ; 5PGCD a b  یقسم 5: نستنتج أنa یقسم 5وb 2یقسم5و بالتاليb a یقسم 5أي   9 8 2 4 3n n  

2nیقسم 5: بمعني   2ومنه 5n     5و منه 2n   و منه 2 5n  و منه 3 5n 5إذن 3n  

بحیث یكون nإذن قیم  ; 5PGCD a b  5هي 3n   حیث.
دد إثبات أن الع-أ) 4 1n  یقسم كل من العددینA وB.

.هناك عدة طرائق 
    1 9 8 1A n n a n    و    1 4 3 1B n n b n    .

.       Bو Aللعددین، القاسم المشترك الأكبر nاستنتاج حسب قیم -ب
          ; 1 ; 1 1 . ;PGCD A B PGCD a n b n n PGCD a b     و منه  نمیز حالتین.

:1الحالة  ; 5PGCD a b  5معناه 3n   حیث.

3 2 3 1 3x
y

7 1 8 4 1 5 1 1 2 3k
7 4 11 

 11 2 9
4 4 8 1 4 5 3 1k 

7 7 14 
 14 5 9

4 7 11 
 11 2 9

1 7 8 3 2k 
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: فنجد          ; 1 . ; 1 5 5 3 1 5 25 20PGCD A B n PGCD a b n              .
:2الحالة  ; 1PGCD a b  5معناه 3n   حیث.
: فنجد        ; 1 . ; 1 1 1PGCD A B n PGCD a b n n      .

: التمرین الثاني 
- أ:1جزء        3 22 2 4 2 6 2 4 8 16 12 4 20 20 0P            0و منه 2z  جذر لـ P z.
: و تعین 

4641

44202
0221

: ومنه     22 2 2P z z z z   .
حل المعادلة -ب  0P z .

  0P z  یكافئ  22 2 2 0z z z    2ومنه 0z   2أو 2 2 0z z  .
2 0z   معناه 0

0 2 2 iz e .
2 2 2 0z z     و منه      2 22 4 1 2 4 8 4 2i        

4و منه 
1

2 2 1 2
2

iiz i e



    4و

2
2 2 1 2

2
iiz i e


   .

.تشابه Sأنإثبات) 1: 2جزء 

'1: لدینا 
2
iz z و منه

4
41 2 2

2 2 2

i
ii ea e




   0وb  0و
1
b
a



.

2إذن هو تشابه مباشر نسبته
2

و زاویته 
4
 و مركزه مبدأO.

2(0 2z  و 1n nA S A  1معناه
1

2n n
iz z


.

.4zو 3zو 2zو 1zحساب - ا

 1 0
1 1 2 1

2 2
i iz z i 

     و   2
2 1

11 1 21
2 2 2 2

ii i iz z i i
 

      

 3 2
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
i i iz z i i   

      و  
4 3

1 11 1 1 1 2 1
2 2 2 2 4 4 2

i ii iz z i
             

 
.

الرسم

n: أنتحقق -ب nu OA 12تكتب علي الشكل
2

n

nu
   
 

.

-1

-1

0 1

1

x

y

A1A2

A3

A4
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1: لدینا  01 1

0

1 1 .
2 12 2

2 2

n n
nn n

n n n n n

i iz zz zu OA
u OA z z z z

 

 


     


ومنه  nu 1متتالیة هندسیة أساسها
2

q  و حدها

0الأول  0 0 2 2u OA z    0و منه
12
2

n
n

nu u q      
 

.

التي یكون من اجلها0nإیجاد رتبة) 3
0n
A تنتمي إلي القرص مركزهO 0,1و نصف قطرها.

0,1nu  12و منه 0,1
2

n
   
 

12و منه  0,1
2

n
   
 

1و منه  0,05
2

n
   
 

و منه  1ln ln 0,05
2

n
   
 

و منه  1.ln ln 0,05
2

n    
 

و منه  ln 0,05
1ln
2

n 
 
 
 

0و منه  8,6n   0إذن 9n .

4 ( nu متقاربة لانlim 0nn
u


 )lim 0n

n
q


 11مع 1

2
q   (

1: إثبات أن ) 5

1

n n

n

z z i
z





.

 
 

 
 

 
 

 
 

 21

1

1
1 2 1 2 1 1 12 1 22

1 2 1 1 1 1 1 2 2
2

n n
n n n nn n

n n n n
n

i z z i z z i z i z i iz z i i iiz i z i z i z i iz





           

         
     

1لدینا 

1

n n

n

z z i
z





 1معناه

1

arg
2

n n

n

z z
z





 
 

 
1و منه 

1

arg
2

n n

n O

z z
z z





 
  

و منه   1 1;
2n n nOA A A 

  
 

.

و منه   1 1;
2n n nA O A A 

  
 

1nإذن نستنتج المثلثات  nOA A  1القائمة فيnA .

6 (

1

1

0 1 0 1 0

11
1 2..... ..... 2

11 1
2

n

n

n n n
qv OA OA OA u u u u
q





                            
   

)مجموع حدود متتالیة هندسیة ( 

2 4lim
1 2 21
2

nn
v


 

    
 

.

كالوریا من الأستاذ المادة من كل قلبيبالتوفیق في ب
)الطلبة جمیع الشعب كامل (و للجمیع 



 

1 

 

 اللأوللتمرين ا

انًؼشفح ػهى انًعال  fنُؼرثش انذانح    0;    :تـ
 ln 3

    ( )
3

x
f x

x





  

لاتهح نلاشرماق ػهى انًعال fتٍٍ أٌ انذانح -أ  ( 1 0; 

fأدسط إشاسج  -ب     َٓاٌح ٔf ػُذشى شكم ظذٔل ذغٍشاذٓا 

َؼشف انًررانٍح   (2 
0n n

u


تؽذْا انؼاو :   

1

( )
n

n

n

u f x dx


  

1nذؽمك أٌ ارا كاٌ  -أ   x n    ٌفا( 1) ( ) ( )f n f x f n  . 

تٍٍ تذٌٔ ؼغاب  -ب  
n

u ًأٌ يٍ أظم كم ػذد غثٍؼ،n :( 1) ( )
n

f n u f n  . 

اعرُرط أٌ انًررانٍح  -ظـ   n
u. يرماستح ٔػٍٍ َٓاٌرٓا 

انًؼشفح ػهى انًعال  Fنركٍ انذانح   (3 0;    :تـ  
2

    ( ) ln 3F x x  . 

ػهى انًعال  Fذؽمك يٍ لاتهٍح اشرماق انذانح  -أ   0; ٔػٍٍ ػذدْا انًشرك F x.يٍ أظم كم ػذد يٕظة ذًايا 

:  nَعغ ، يٍ أظم كم ػذد غثٍؼً   -ب  
0

( )
n

n
I f x dx   أؼغة .

n
I. 

:  nَعغ ، يٍ أظم كم ػذد غثٍؼً    (4
0 1 2 1n n

S u u u u


    . 

أؼغة         
n

S ْم انًررانٍح . n
S. يرماستح 

 :حل التمرين الأول

لاتهح نلاشرماق ػهى انًعال fثٍٍ أٌ انذانحَ -أ (1 0; 

3xانذانح   xٕظثح ذًايا ػهىدانح كصٍش ؼذٔد لاتهح نلاشرماق ٔي 0; 

لاتهح نلاشرماق ػهى lnانذانح  0; ٔيُّ انذانح ln 3x xٍٍ3ًْ يشكة  انذانرx x ٔlnx x  فًٓ لاتهح نلاشرماق ػهى 0; 

 

لاتهح نلاشرماق ػهىfانذانح 0;رٍٍلأَٓا ؼاصم لغًح انذان ln 3x x ٔ3x x انماتهرٍٍ نلاشرماق ػهى 0; 

يٍ انًعال xٔ يٍ أظم كم ػذد ؼمٍمً  0; :

   

 

 

 
2 2

1
3 ln 3 1 ln 33    ( )

3 3

x x xxf x
x x

       
 

 

fدساعح إشاسج  -ب    

يٍ انًعال xيٍ أظم كم ػذد ؼمٍمً  0; ، 
2

3 0x  ُّٔي ( )f x يٍ إشاسج 1 ln 3x  

ػهى انًعال  0;  :3 3x   ُّٔي ln 3 ln3 1x   

ػهى انًعال  0;  :  1 ln 3 0x   انذانح ٔf يرُالصح ذًايا ػهى ْزا انًعال َٓاٌحf ػُذ 

 
 ln 3 ln

lim lim lim 0
3x x t

x t
f x

x t  


  


ٔ 

ln 3
0

3
f  

 fظذٔل ذغٍشاخ

2)  

1

( )
n

n

n

u f x dx


  

1nَثٍٍ أَّ  إرا كاٌ -أ   x n   ٌفا

( 1) ( ) ( )f n f x f n  . 

يرُالصح ذًايا ػهىfانذانح  0; ٔيُّ يٍ أظم كمn ًٔيٍ أظم كم ػذد ؼمٍمx   1ٌؽمكn x n   نذٌُا

( 1) ( ) ( )f n f x f n   

           0  x 

                         ( )f x 

  ln3

3
 

0                                                                                   

 

( )f x 

 



 

2 

 

َثٍٍ دٌٔ ؼغاب  -ب 
n

uأٌ يٍ أظم كم،n :( 1) ( )
n

f n u f n  . 

،انذٔال nيٍ أظم كم     ; ; 1x f n x f x x f n 

يغرًشج ػهى  ; 1n n  ٔيُّ انركايلاخ ػهى ; 1n n: نهصلاز دٔال انغاتمح ذثمى تُفظ ذشذٍة  انذٔال أي 

 

   

1 1 1

1 1

( 1) ( ) ( )

( 1) ( )

n n n

n n n

n n

nn n

f n dx f x dx f n dx

xf n u xf n

  

 

  

  

  
 

):    nٔيُّ يٍ أظم كم  1) ( )
n

f n u f n    

اعرُراض أٌ انًررانٍح  -ظـ   n
u. يرماستح ٔذؼٍٍٍ َٓاٌرٓا  

نذٌُاfيٍ دساعح انذانح     lim lim 1 0
n n

f n f n
 

   ٔتاعرؼًال انُٓاٌح ٔانؽصشlim 0n
n

u


 

3)  F  يؼشفح ػهى انًعال 0;    :تـ  
2

    ( ) ln 3F x x  

ػهى انًعال Fانرؽمك يٍ لاتهٍح اشرماق -أ   0; ٔذؼٍٍٍ ػذدْا انًشرك F x. 

لاتهح نلاشرماق ػهى انًعال  Fانذانح  0;رماق ػهى انًعال لأَٓا يشتغ  دانح لاتهح نلاش 0; 

يٍ اظم كم 0;x  : 
 ln 31

    ( ) 2 ln 3 2
3 3

x
F x x

x x

  
               

 

ٔيُّ      ( ) 2F x f x  

:  nؼغاب يٍ أظم كم ػذد غثٍؼً  - ب
0

( )
n

n
I f x dx  . 

يٍ انغؤال انغاتك يٍ اظم كم 0;x : ( ) 2F x f x  ٔيُّ دانح أصهٍح نهذانحfهى انًعال ػ 0; انذانح ًْ
1

2
F 

 
   

0 0

01
( )

2 2

nn

n

F n F
I f x dx F x

 
   

 
. 

:  nيٍ أظم كم ػذد غثٍؼً 
   

2 2

ln 3 ln 3

2
n

n
I

        

:  nيٍ أظم كم ػذد غثٍؼً  (4
0 1 2 1n n

S u u u u


    . 

ؼغاب         
n

S . 

1 2

0 1 2 1

0 1 1

( ) ( ) ( )
n

n n

n

S u u u u f x dx f x dx f x dx




           

 :nتاعرؼًال ػلالح شال َعذ يٍ أظم كم ػذد غثٍؼً 

 
   

2 2

0

ln 3 ln 3

2

n

n n

n
S f x dx I

          

ؼغاب َٓاٌح  n
S 

   
2 2

ln 3 ln 3
lim lim

2
n

n n

n
S

 

          ٔيُّ انًررانٍح n
S  يرثاػذج

 التمرين الثاني :

انفعاء يُغٕب إنى يؼهى يرؼايذ ٔ يرعاَظ  ; ; ;O i j k. 

َؼرثش انُمػ     2;1;3A  ٔ   3;2;4 ; 3; 1;7C B    



 

3 

 

A ;;Cانُمػ تٍٍ أٌ  .1 B  ًاعرمايٍحنٍغد ف . 

نٍكٍ  .2 d :ًانًغرمٍى انًؼشف تانرًصٍم انٕعٍط  

7 2

3         

4

x t

y t t

z t

  


  


 

 

  .  تٍٍ أٌ انًغرمٍىأ                      dػًٕدي ػهى انًغرٕي ABC . 

ب.  ػٍٍ يؼادنح دٌكاسذٍح نهًغرٕي                      ABC . 

َمطح يشرشكح تٍٍ انًغرٕي  Hنركٍ  .3 ABCانًغرمٍى ٔ d. 

يشظػ  نهعًهح   H.   تٍٍ أٌ أ                           ; 2 ; ; 1 ; ;2A B C  . 

ػٍٍ غثٍؼح  انًعًٕػح .ب   1  نهُمػM ًكذؽم  يٍ انفعاء انر:       2 2 0MA MB MC MB MC       

 ًٍضج.يؽذدا ػُاصشْا انً      

ػٍٍ انًعًٕػح ظـ.   2  نهُمػM: يٍ انفعاء انرً ذؽمك 

2 2 29MA MB MC    يؽذدا ػُاصشْا انًًٍضج.    

 الثاني : حل التمرين 

انفعاء يُغٕب إنى يؼهى يرؼايذ ٔ يرعاَظ   ; ; ;O i j k. 

نُمػ َؼرثش ا     2;1;3A  ٔ   3;2;4 ; 3; 1;7C B    

1  .A ;;C B  .نٍغد فً اعرمايٍح 

 

A ;;Cانُمػ         B  ٍٍنٍغد فً اعرمايٍح. إرا ٔفمػ إرا كاٌ انشؼاػAB ٔAC  غٍش يشذثطٍٍ خطٍا 

5

2

4

AB

 
 

 
 
 

  ٔ

1

1

1

AC

 
 
 
 
 

 غٍش يشذثطٍٍ خطٍا ٔيُّ ABٔACَلاؼع أٌ انشؼاػٍٍ   

A ;;Cانُمػ  B .نٍغد فً اعرمايٍح           

 .انًغرمٍى انًؼشف تانرًصٍم انٕعٍطً:2 

7 2

3         

4

x t

y t t

z t

  


  


 

 

  أ.  انًغرمٍى   dًغرٕيػًٕدي ػهى ان ABC . 

  انًغرمٍى d  ٌشًم انُمطح 7,0,4D   ٍّٓشؼاع ذٕظ ٔ

2

3

1

u

 
 

 
 
 

       

  انًغرمٍى dػًٕدي ػهى انًغرٕي ABC ًٕدي ػهى  انشؼاػٍٍ إرا ٔفمػ إرا كاٌ ػAB ٔAC    : 

0uنذٌُا    AB    ٔ0u AC   ُّٔي dانًغرٕي    ػًٕدي ػهى ABC 

يؼادنح دٌكاسذٍح نهًغرٕي . أ ABC . 

انًغرٕي  ABC  ٌشًم انُمطح 2;1;3A  ٔػًٕدي ػهى انًغرمٍى d  أي
2

3

1

u

 
 

 
 
 

شؼاع َاظًً نهًغرٕي   ABC 

ٔيُّ  ) , ,M x y z َ ٍمطح ي ABC ( ٌكافئ  )0AM u  ) 



 

4 

 

يؼادنح دٌكاسذٍح نهًغرٕي   ABC   ًْ2 3 4 0x y z    

 3 .H  َمطح يشرشكح تٍٍ انًغرٕي ABCانًغرمٍى ٔ d. 

يشظػ  نهعًهح   Hأ.         ; 2 ; ; 1 ; ;2A B C  . 

انُمطح انًشرشكح تٍٍ انًغرٕي   Hَثؽس ػٍ انُمطح  ABCانًغرمٍى ٔ d. 

    H  ٍَمطح ي d   ُّٔي   
 

7 2

3         (1) 

4

H

H

H

x t

y t t

z t

  


  


 

                         

H  َمطح يٍ انًغرٕي ABC     ُّ2:  ٔي 3 4 0  ( 2) H H Hx y z    

1tذ : (  َع2( فً انًؼادنح )1ترؼٌٕط لٍى انعًهح )        ُّٔي 5, 3,5H   

يشظػ  نهعًهح   Hَثٍٍ أٌ           ; 2 ; ; 1 ; ;2A B C   

 ترطثٍك إؼذاشٍاخ انًشظػ 

2 2 4 3 6
5

1 1

2 2 1 4
3

1 1

A B C
H

A B C
H

x x x
x

y y y
y

     
   

 

     
   

 

         

2 6 7 8
5

1 1

A B C
H

z z z
z

     
  

 
ٔيُّ ،   5, 3,5H   

غثٍؼح  انًعًٕػح   - ب 1  نهُمػM: يٍ انفعاء انرً ذؽمك    2 2 0MA MB MC MB MC      

Hيشظػ  نهعًهح     ; 2 ; ; 1 ; ;2A B C ٔيُّ يٍ أظم كم َمطحMء يٍ انفعا 

       
 2 2 2 1 2MA MB MC MH MH HM

MB MC CM MB CB

         

   
   

      2 2 0MA MB MC MB MC           0ٌكافئHM CB  

ٔيُّ يعًٕػح انُمػ    1  انًغرٕي انزي ٌشًم ًْH   ًًشؼاػّ انُاظ ٔCB 

انًعًٕػح ؼح  ظـ. غثٍ   2  نهُمػM: يٍ انفعاء انرً ذؽمك 

2 2 29MA MB MC      

2 2 29MA MB MC      29ذكافئHM   

يعًٕػح انُمػ        2 ًْ انكشج راخ انًشكض   H َٔصف انمطش   29  

 :تمرين الثالثال

 انعضء الأٔل :   

ؼم انًؼادنح انرفاظهٍح       2   1xy y xe    ًف  

.  ؼم انًؼادنح انرفاظهٍح   1     2 0  2y y    ًف   

    2   .a  ٔb ٌػذداٌ ؼمٍمٍا  ٔu  تـ:  دانح يؼشفح ػهى     

    xu x ax b e  

ؼم نهًؼادنح انرفاظهٍح  uتؽٍس ذكٌٕ a  ٔbأ.  ػٍٍ انؼذدٌٍ  1 

ؼم نهًؼادنح vب. تٍٍ أٌ انذانح  2   إرا ٔفمػ إرا كاَدu v  نهًؼادنح  ؼم 1   

ظـ. اعرُرط يعًٕػح ؼهٕل انًؼادنح  1 
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 0انرً ذُؼذو ػُذ  1.  ػٍٍ ؼهٕل انًؼادنح 3  

 انعضء انصاًَ  : 

 دساعح دانح يغاػذج   

تـ :  هى انذانح انًؼشفح ػ gنركٍ     2 2xg x e x   

أؼغة  .1 lim
x

g x


   ٔ lim
x

g x


  

أؼغة انذانح انًشرمح  .2 g x  أدسط ذغٍشاخ انذانح ،g  شى شكم ظذٔل ذغٍشاذٓا 

ٌ انًؼادنح َمثم أ.3  0g x   ٍٍٍذمثم تانعثػ ؼهٍٍ ؼمٍم 

 ْٕ أؼذ انؽهٍٍ  0ذؽمك أٌ  . أ

1,6, تٍٍ أٌ  َغًً انؽم انصاًَ   . ب 1,5    

إشاسج   x. أدسط ؼغة لٍى 4 g x 

  انعضء انصانس :

تـ :  انذانح انًؼشفح ػهى fنركٍ      2 1x xf x e x e   

أؼغة .1  lim
x

f x


 ٔ lim
x

f x


)ًٌكٍ ٔظغ   
2 xe   )ػايم يشرشن 

.  أؼغة 2 f x  ٌشى تٍٍ أ f x  ٔ g x  يٍ َفظ الإشاسج 

  f.اعرُرط ذغٍشاخ انذانح     

. تٍٍ أٌ 3 
2 2

4
f

 



  ؼٍس،ًؼشف فً انعضء انصاًَ انؼذد انؽمٍمً ان 

اعرُرط ؼصشا نهؼذد     f     ٌ1,6)َزكش أ 1,5   ) 

   f.  شكم ظذٔل  ذغٍشاخ انذانح 4  

. أَشً انًُؽُى  5   C  انًًصم نهذانحf انًغرٕي انًُغٕب إنى يؼهى يرؼايذ ٔيرعاَظف ً ; ;O i j  2انٕؼذجcm 

 انعضء انشاتغ :

ػذدا ؼمٍمٍا عانثا. فغش ُْذعٍا انركايمm. نٍكٍ 1
0

( )
m

f x dx 

تاعرؼًال انركايم تانرعضئح أؼغة  -.أ2
0 x

m
xe dx 

اعرُرط  -ب
0

( )
m

f x dx 

أؼغة  -ظـ
0

lim ( )
mm

f x dx

 

  :حل التمرين الثالث 

2انعضء الأٔل : ؼم انًؼادنح انرفاظهٍح  (1)xy y xe   

2. ؼم انًؼادنح انرفاظهٍح 1 0 (2)y y   

2انًؼادنح  0y y    2ذكافئy y   

تـ:  ٔؼغة انذسط ؼهٕنٓا ًْ انذٔال انًؼشفح ػهى 
2   ; xx k e k   

 a ٔbؼغاب    -. أ 2

تـ:  دانح يؼشفح ػهى  uنركٍ           xu x ax b e  

 u  ٔيٍ أظم كم ػذد ؼمٍمً  لاتهح نلاشرماق ػهىx 

      x x xu x ae ax b e ax a b e                    

 ( ارا ٔفمػ ارا كاٌ 1ؼم نهًؼادنح انرفاظهٍح )uذكٌٕ ٔيُّ 

x يٍ أظم كم ػذد ؼمٍمً    

 

2x x x

x x

ax a b e ax b e xe

ax a b e xe
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0xeتًا أٌ  ، ٌٕذكu( ارا ٔفمػ ار1ؼم نهًؼادنح انرفاظهٍح ) ٌا كاax a b x     ًيٍ أظم كم ػذد ؼمٍمx 
1 1

:
0 1

a a

a b b

    
 

    
 

uكاَد  إرأفمػ  إرا( 2ؼم نهًؼادنح انرفاظهٍح  ) vتٍٍ أٌ  -ب    v( 1ؼم نهًؼادنح انرفاظهٍح) 

تـ:  انذانح انًؼشفح ػهى  uٔ دانح لاتهح نلاشرماق ػهى  vنركٍ    1 xu x x e   

 نذٌُا : xيٍ أظم كم ػذد ؼمٍمً    2 xu x u x xe   

v (  2ؼم نهًؼادنح انرفاظهٍح )كاٌ يٍ أظم كم ػذد ؼمٍمً  إرأفمػ  إراx:   2 0v x v x   

أي       2 2 xu x v x u x v x xe     

أي      2 xu v x u v x xe    

 (1اعرُرط يعًٕػح ؼهٕل انًؼادنح ) -ظـ

 دانح لاتهح نلاشرماق ػهى fنُكٍ 

f ( ًٌكٍ كراترٓا 1ؼم نهًؼادنح انرفاظهٍح ) f u u   

u( ًْ انذٔال يٍ انشكم 1يٍ انغؤال انغاتك ؼهٕل انًؼادنح)     v ؼٍسv ( انذٔال انًؼشفح ػهى 1(. ٔيُّ ؼهٕل انًؼادنح)2ؼم نهًؼادنح انرفاظهٍح ًْ )

تـ:       2 1     kx xf x ke x e     

 0( انزي ٌُؼذو ػُذ 1.ػٍٍ  ؼم  نهًؼادنح )3   

 0 1f k  

 0 0f  1ٌكافئk  

ْٕ انذانح :  0( انزي ٌُؼذو ػُذ 1ؼم  نهًؼادنح ) 2 1   x xx e x e  

g تـ:  انذانح انًؼشفح ػهى  2 2xg x e x   

 ػُذ أغشاف يعًٕػح انرؼشٌف.g. أؼغة َٓاٌاخ 1

   

 

lim lim 2 2

2
lim lim 2

x

x x

x

x xx x

g x e x

x
g x e

e e

 

 

    

 
     

 

 

 g. دساعح ذغٍشاخ انذانح 2       

 xٔيٍ أظم كم ؼمٍمً لاتهح نلاشرماق ػهى  gانذانح 

  2 1xg x e   

  0g x ٌكافئ
1

ln ln 2
2

x    

  0g x ٌكافئln2x   

  0g x ٌكافئln2x   

يرُالصح ذًايا ػهىgٔيُّ انذانح  ; ln2  يرضاٌذج ذًايا ػهى ٔ ln2;  

g  :ظذٔل ذغٍشاخ انذانح  ln2 1 ln2g     

 ln 2  x 

 ـــ 0 +  g x 

  

                     1 ln2  
 g x 
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ؼم نهًؼادنح  0انرؽمك أٌ  -.  أ3  0g x  

  00 2 2 0g e   

1,6َثٍٍ أٌ      -ب  1,5    . 

َغرُرط أٌ انًؼادنح  gيٍ ذغٍشاخ انذانح   0g x   ذمثم ؼم ػهى انًعال ln2;   ْٕ ٔ0  ٔؼم  ػهى انًعال ; ln2  

ٔ نذٌُا تاعرؼًال اَنح انؽاعثح  1,6 0g   ٔ 1,5 0g   

1,6ٔيُّ  1,5    

إشاسج  4 g x  

 0 ln 2                  x 

 +    0                    0  +  g x 

 

 انعضء انصانس: دساعح دانح 

    f تـ:  يؼشفح ػهى   2 1x xf x e x e   

 . أؼغة انُٓاٌاخ ػُذ أغشاف يعًٕػح انرؼشٌف.1

  

   

 

2

2

lim lim 1 0

1
lim lim 1

x x

x x

x

x xx x

f x e x e

x
f x e

e e

 

 

     

 
     

 

 

  fذغٍشاخ انذانح  -.  أ2

 xٔيٍ أظم كم ؼمٍمً لاتهح نلاشرماق ػهى  fانذانح 

     

   

2 22 1 2 2

2 2 ( )

x x x x x

x x x

f x e e x e e e x

f x e e x e g x

         

       

 

x  :0xeيٍ أظم كم ػذد ؼمٍمً   ٔي ُّ 

 f x يٍ إشاسج g x  ٔيُّ َغرُرط ذغٍشاخ انذانح 

f يٍ انعضء انصاًَ 4تاعرؼًال َرائط انغؤال . 

   0f x  ػهى ;  ٔ 0; ٔf  ٍٍيرضاٌذج ذًايا ػهى كم يٍ ْزٌٍ انًعان 

   0f x  ػهى ;0  ٔf  يرُالصح ذًايا ػهى ْزا انًعال 

.     ؼغاب3 f  ؼٍس 

     2 1 1f e e e e           

نذٌُا ٔ  0g  2أي 2 0e     ٔ 
1

2
2

e    ُّي ٔ

   

   
2

1 1
2 1 1

2 2

1 1 2
2

2 2 4

f

f

   

 
  

 
     

 

 
     

 

 

َؼرثش انذانح 

2 2
 :  

4
h

 



 ْزِ انذانح يرضاٌذج ذًايا ػهى ; 1  ٌ1,6تًا أ 1,5     ٌفا

     1,6 1,5h h h     أي 0,16 0,1875h   

 .  f. ظذٔل ذغٍشاخ انذانح 4 

               0                          x 



 

8 

 

    

                 0        0         

                        

 f x 

                              f   

                

                   0             0  

 

 f x 

 

إَشاء انًُؽًُ .1 C  

 

تًا أٌ lim 0
x

f x


  ًُفاٌ انًُؽ C ٌمثم يغرمٍى يماسب 

0yيؼادنرّ :          ػُذ 

 lim
x

f x


  ٔ
 

lim
x

f x

x

 
  

 
انًُؽًُ   C ٌمثم فشع لطغ يكافئ فً اذعاِ يؽٕس انرشاذٍة ػُذ 

 انعضء انشاتغ: ؼغاب يغاؼح 

.  انرفغٍش انُٓذعً نهركايم 1
0

( )
m

f x dx  

0m   يٍ انذساعح انغاتمحf يٕظثح ػهى ;0m 

f يغرًشج ػهى ;0m  ٔيُّ انركايم
0

( )
m

f x dx يؼشف 

يغاؼح انعضء يٍ انًغرٕي انًؽذٔدج تـانًُؽًُ  ْٕٔ  Cهزٌٍ يؼادنرًٓا ، يؽٕس انفٕاصم ٔ انًغرمًٍٍٍ انx m ٔ0x  

 ) انؽذج : ٔؼذج يغاؼح(

ؼغاب   -. أ2
0 x

m
I xe dx  

 َعغ 

( )               ( )

( ) 1                 ( )

x

x

u x x v x e

u x v x e

 

  
 

u  ٔv  ػهى لاتهراٌ نلاشرماق ;0m ٔu  ٔv  ٌػهى يغرًشذا ;0m ؼغة خاصٍح انركايم تانرعضئح ٔ 

 
00 0

1

x x x

m mm

m m

I xe dx xe e dx

I me e
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ؼغاب -ب  
0

( )
m

f x dx 

 
0 0 2

0 0 02

( )

( )

x x x

m m

x x

m m m

f x dx e xe e dx

f x dx e dx I e dx

  

  

 

  
 

0

0 2

0 2

1
( ) 1 1

2

1 1
( )

2 2

x m m m

m

m

m m

m

f x dx e me e e

f x dx e me

 
       

  





 

. ؼغاب3
0

lim ( )
mm

f x dx

 

0 21 1 1
lim ( ) lim

2 2 2

m m

mm m
f x dx e me

 

 
    

 
  

 التمرين الأول

غٌر معدوم . نعتبر الأعداد      nمن أجل كل عدد طبٌعً   
n

2 10 1 ;  b 2 10 1  ;  4 10 1 n n n

n n
c a         

أ (   أحسب  .1
3 3 3 2 2 2 1 1 1
 ;   ;   ;  ;   ;   ;  ;   ;  c b a c b a c b a 

 ; العددٌن   ما هو  عدد أرقام ب(
n n

c a  ٌانًكرٕتٍٍ فً انُظاو انؼششي ؟ تٍٍ أ 
n

a ٔ 
n

c  3ٌمثلاٌ انمغًح  ػهى 

أٌ  انؼذد  انًؼطاج فً َٓاٌح انرًشٌٍ  100تٍٍ تاعرؼًال لائًح الأػذاد الأٔنٍح الأصغش يٍ  جـ(
3

b  ًأٔن 

أن  nبٌن من أجل كل عدد طبٌعً  غٌر معدوم   د( 
2n n n

c b a    شى اعرُرط ذؽهٍلا إنى ظذاء ػٕايم  أٔنٍح  نهؼذد
6

a 

بٌن أن   هـ (    ; ;2
n n n

PGCD b c PGCD c. 

ثم استنتج أن      
n

b  و 
n

c  أولٌان فٌما   بٌنهما 

نعتبر المعادلة :   .2       3 3
1  1b x c y   

      yو  xذات المجهولٌن الصحٌحٌن            

بٌن لماذا المعادلة  أ(   1  . ذمثم ػهى الألم ؼلا 

غثك خٕاسصيٍح الهٍذط  ػهى انؼذدٌٍ   ب(  
3

b  و 
3

c    شى اعرُرط ؼلا 

خاصا نهًؼادنح            1 

ؼادنح ؼم انً جـ(    1 

     100لائًح الأػذاد الأٔنٍح الأصغش يٍ 
2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41

43;47;53;59;61;67;71;73;79;83;89;97
 

 

 التمرين الأول

غٌر معدوم . نعتبر الأعداد      nمن أجل كل عدد طبٌعً    
n

2 10 1 ;  b 2 10 1  ;  4 10 1 n n n

n n
c a         

أ (   حساب  .2
3 3 3 2 2 2 1 1 1
 ;   ;   ;  ;   ;   ;  ;   ;  c b a c b a c b a       

3 3 3 2 2 2 1 1 12001 ;  1999 ;  3999 ;  201 ;  199 ;  399 ;  21 ;  19 ;  39c b a c b a c b a           ب(  عدد أرقام  العددٌن

 ; 
n n

c a  ٌٍانًكرٕتٍٍ فً انُظاو انؼششي  : يٍ انكراتح  فً انُظاو انؼششي نهؼذدna  ٔ 

    nc  ًٌٌكٍ انمٕل أ  ; 
n n

c a  نًٓا 1n   سلى 

 َثٍٍ أٌ  
n

a ٔ 
n

c  نذٌُا 3ٌمثلاٌ انمغًح  ػهى : 10 1 3  ُّٔي 10 1 1 3n n  

   2 1 1 0 3     ;      4 1 1 0 3
n n

c a             ُّٔي 
n

a ٔ 
n

c  3ٌمثلاٌ انمغًح  ػهى 
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َثٍٍ أٌ  انؼذد جـ(   
3

b   : ًأٔن
3

b  43;41;37;31;29;23;19;17;13;11;7;5;3;2لا ٌمثم انمغًح ػهى الأػذاد الأٔنٍح   ٔ

247 2209 1999   

ٔيُّ  
3

1999b  ًػذد أٔن 

أن  nد( نبٌن من أجل كل عدد طبٌعً  غٌر معدوم       
2n n n

c b a    

    2

2
2 10 1 2 10 1 4 10 1n n n

n n n
c b a           

ٔنٍح  نهؼذد اعرُراض ذؽهٍلا إنى ظذاء ػٕايم  أ     
6

a  :
6 3 3

1999 2001 1999 3 23 29a c b        

هـ (  نبٌن أن      ; ;2
n n n

PGCD b c PGCD c  

n
2 10 1 b 2n

n
c      ُّٔي   ; ;2

n n n
PGCD b c PGCD c 

استنتاج أن     
n

b  و 
n

c  فٌما   بٌنهماأولٌان 

  nc  عدد فردي ومنه   ; ;2 1
n n n

PGCD b c PGCD c   و
n

b  و 
n

c  أولٌان فٌما   بٌنهما 

  2       3 3
1  1b x c y    ذات المجهولٌن الصحٌحٌنx  وy      

أ(  المعادلة            1 . ذمثم ػهى الألم ؼلا 

يٍ انغؤال انغاتك           
3

b  و 
3

c ومنه حسب مبرهنة بٌزو  اأولٌان فٌما بٌنهم Bezout 

المعادلة                        
3 3

1  b x c y    ًتقبل على الأقل حل ف
2

 

ذطثٍك خٕاسصيٍح الهٍذط  ػهى انؼذدٌٍ   ( ب
3

b  و 
3

c  

   
3 3

3

2001 1999 1 2 2

1999 2 999 1

c b

b

     

   
ٔيُّ  

3 3999 999 2 999c b   

أي :  3 3 3999 999 1c b b     ُّٔي
3 31000 999 1b c  

ؼلا خاصا نهًؼادنح  1   ; 1000;999x y  

ظـ(    ؼهٕل انًؼادنح  1  
   

1999 2001 1

1999 1000 - 2001 999 1 

x y 



 بالطرح نحصل على  

      1000 1999 999 2001x y        ٌقسم1999بتطبٌق مبرهنة غوص العدد 999 2001y    ًوهو أول

ٌقسم 1999ومنه   2001مع  999y  

999حٌث  kأي ٌوجد   1999y k    1999ومنه 999y k   

2001وبنفس الطرٌقة نجد    1000x k   

حلول المعادلة  1 هً     2001 1000; 1999 999 ;k k k     

 :رابعالتمرين ال

َؼرثش فً انًعًٕػح 
2

ادنح : انًؼ  13 11 23 1x y  

ػٍٍ ؼلا خاصا -أ (1 0 0;x y نهًؼادنح 1 0انزي ٌؽمك 0 1 0x y    اعرُرط يعًٕػح ؼهٕل انًؼادنح شى 1 

ػٍٍ يٍ تٍٍ ؼهٕل انًؼادنح  -ب 1 انصُائٍاخ ;x y 10انرً ذؽمك 40x   

x;( َفشض فًٍا ٌهً أٌ انؼذدٌٍ 2 y   ٍيٕظثاٌ ، ٔنٍك ;d PGCD x y 

 ؟ dياًْ انمٍى انًًكُح نهؼذد  -أ  

 ػٍٍ انؽهٕل-ب ;x y  نهًؼادنح 1  ٌٕ23تؽٍس ٌكd  

اعرُرط انؽهٕل -ظـ  ;x y انرً ٌأخز يٍ أظهٓا انؼذدx أصغش لًٍح 

 :رابعمرين التال

َؼرثش فً انًعًٕػح 
2

انًؼادنح :   13 11 23 1x y  
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ذؼٍٍٍ ؼلا خاصا  -(  أ1 0 0;x y  نهًؼادنح 1 0ؼٍس 0 1 0x y   

نذٌُا    
 

 

0 0

0 0

13 11 23 1

1 2

x y

x y

 


 

ٔيُّ 
 

 

0 0

0 0

13 11 23 1

1 2

x y

x y

 


 

 

ػٔانعًهح ذصث
0

0 0

2 10

1

y

x y




 
ٔيُّ  

0

0

6

5

x

y





ٔانؽم انخاص ْٕ 6;5  

اعرُراض يعًٕػح ؼهٕل انًؼادنح  -ب   1 

0 0

13 11 23

13 11 23

x y

x y

 


 
تانطشغ َؽصم ػهى       0 0

13 11x x y y  شكم:ٔذأخز انًؼادنح ان    13 6 11 5x y   

ٌمغى13ٔترطثٍك يثشُْح غٕص :     11 5y   ٔيُّ 11ٔ أٔنً يغ 

5yٌمغى13  ٔتانرانً ٌٕظذ ػذد صؽٍػk:13ؼٍس 5y k      

ٔ تانرؼٌٕط فً انًؼادنح     13 6 11 5x y    11َؽصم ػهى 6x k  

ٔيُّ ؼهٕل انًؼادنح  1: ًْ  11 6;13 5 /S k k k    

ذؼٍٍٍ ؼهٕل انًؼادنح  -ظـ   1  10انرً ذؽمك 40x   

   10 40x   ذكافئ 10 11 6 40k    

ٔيُّ    16 11 34k   أي 1,45 3,09k   

k: ًْٔلٍى   1;0;1;2;3انرً ذؽمك انششغ ًْ : ٔيعًٕػح انؽهٕل 

             5; 8 ; 6;5 ; 17;18 ; 28;31 ; 39;44  

2 );x yٔ ، ٌػذداٌ يٕظثا ;d PGCD x y 

 dانمٍى انًًكُح نهؼذد  -أ          

  (d ٌمغىx ٔd ٌمغىy( ُّٔي)d 13ٌمغىx ٔd 11ٌمغىy) 

13ٌمغى  dتانطشغ       11x y ٌ13ٔتًا أ 11 23x y  

ٔيُّ  23ٌمغى  dفاٌ      1;23d 

ذؼٍٍٍ انؽهٕل  -ب   ;x y  نهًؼادنح 1  ٌٕ23تؽٍس ٌكd  

     
13 11 23

23

x y

d

 



ٌكافئ 

 

 

 

 

13 11 23

23

23

; 1

x y

x x

y y

PGCD x y







 






   

ترؼشٌط   ٔ  ًف : َؽصم ػهى 

   13 23 11 23 23x y   ُّ13ٔي 11 1x y   

  13 11 1x y   أي 13 1 11x  ُّٔي 6 11x ٔ 7 13y  

انؽهٕل  ;x y  نهًؼادنح 1  ٌٕ23تؽٍس ٌكd : ًْ 

6 11
    

7 13

x m
m

y m

  


  
ٔيُّ 

138 253
    

161 299

x m
m

y m

 


 
 

اعرُراض انصُائٍاخ  -ظـ ;x y انرً ٌأخز يٍ أظهٓا انؼذدx   أصغش لًٍح 

0mًْ يٍ أظم xأصغش لًٍح نهؼذد  : ًْ ٔيُّ انصُائٍح انًطهٕتح 

     ; 139;161x y    
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 :لخامسالتمرين ا

 صحيح، يطمب تحديده مع التبرير.   –فقط  -أجوبة مقترحة أحدىا لكل سؤال أربعة
x + 3  0  +x [5](  في مجموعة الأعداد الصحيحة، المعادلة:  1

2                                  . 
 )أ( لا تقبل  حمولا    .                     )ب( حموليا زوجية   .     

  .x 3 [5] أو      x   1[5]حموليا تحقق   )د( x     .          2 [6]) جـ (حموليا تحقق  
 .  24x +34 y = 2…(1)لة التالية :    نعتبر في مجموعة الأعداد الصحيحة  المعاد(  2

 .   عدد صحيح  kحيث   (17k-7 ; 5-12k) = (x;y)( من الشكل : 1) أ ( حمول المعادلة   )
        .   عدد صحيح  kحيث   (7k ; 5k-) = (x;y)(  من الشكل : 1) ب ( حمول المعادلة )

  .   عدد صحيح  kحيث   (34k-7 ; 5-24k) = (x;y)( من الشكل : 1حمول المعادلة  ) )جـ(
 (  لا تقبل  حمولا .1) د (  المـعـادلة   )

3 ) N  5في النظام ذي الأساس  421 :عدد طبيعي يكتب . 
 . 222)د(    303)جـ(    111)ب(     421بالشكل :  )أ(  6يكتب في النظام ذي الأساس    Nالعدد  

0ىو : )أ(  3عمى العدد 1432 2011( باقي القسمة الإقميدية لمعدد4
 . 3)د(      2)جـ(     1)ب(        

 .   a = n ( n + 2 ) , b = n+1، نضع :  nمن أجل كل عدد طبيعي  ( 5
 )د(   1)جـ(  n+1)ب(   nىو : )أ(  bو  aفإن القاسم المشترك الأكبر لمعددين    a = 1  -2 bبما أن:   

 : حل التمرين الخامس
 الجواب الصحيح ىو )د(.-1

x + 3  0   +x [ 5]:  يمكن أن نكتب :طريقة أولى
2
x + 3-5x  0    +x [5]:  معناه    

x + 3  0  - 4  x [5]:  منو  2
2  

  x 3 [5أو ]x 1   [5ومنو : ]  0 (x-3)(x-1) [5]  :  منو 
 : طريقة ثانية

 5( عمىxباقي قسمة) 0 1 2 3 4
xباقي قسمة ) 0 1 4 4 1

 5(عمى2
xباقي قسمة ) 0 2 1 2 0

2
+x5(عمى 

xباقي قسمة ) 3 0 4 0 3
2
+x+35(عمى 

  x 3 [5أو ]x 1 [ 5حسب ىذا الجدول فإن:  ]
 الجواب الصحيح ىو )أ( .-2

 مجموعة الأعداد الصحيحة.( تقبل حمولا في 1، فالمعادلة )  2( من قواسم العدد2)و ىو  34و  24القاسم المشترك الأكبر لمعددين  :طريقة أولى
 17(5-12k)=204k-84+85-204k = 1+(17k-7)12و لدينا:    12x + 17 y = 1 (2)…تكافئ المعادلة (1المعادلة )

 ( انطلاقا من حل خاص ليا و باستعمال مبرىنة غوص.2: يمكن حل المعادلة )طريقة ثانية
 ( باستعمال خواص الموافقة في مجموعة الأعداد الصحيحة.2: يمكن حل المعادلة )ةطريقة ثالث

 الجواب الصحيح ىو)جـ(.-3
5: يمكن أن نكتب: طريقة أولى

0 1 2N=421 =1×5 +2×5 +4×5 6و  111=
0 1 2303 =3×6 +0×6 +3×6 =111=N . 

5: طريقة ثانية
0 1 2N=421 =1×5 +2×5 +4×5 =111 . 

6)حسب الجدول أسفمو( فنجد:  6في النظام ذي الأساس  111نكتب العدد 

111 303. 
 6 6 6 المقسوم عميو 

 0 3 11 الحاصل 111
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 3 0 3 الباقي 
 الصحيح ىو )ب(.الجواب  -4
 1432لدينا:       

2011
1 

2011
 3     1432منو 

2011
1 

 
 3   1432و  منو   باقي قسمة 

 . 1ىو  3عمى  2011
 الجواب الصحيح ىو )جـ(. -5
 . = n ( n + 2 )و   n + 1 =  حيث   a +  b = 1  بحيث:   و     : يوجد عددان صحيحان طريقة أولى  

 .          pgcd(a,b)= 1أوليان فيما بينيما ، أي أن :   b و   aبيزو ، العددان فحسب مبرىنة 
 . d=   1ومنو  1فيو يقسم   a  - 2 bيقسم  dفإن  bو   aالقاسم المشترك لمعددين  d: إذا كان ةطريقة ثاني

 
 :التمرين السادس

 صحيح، يطمب تحديده مع التبرير.   –فقط  -أجوبة مقترحة أحدىا لكل سؤال أربعة
x + 3  0  +x [5](  في مجموعة الأعداد الصحيحة، المعادلة:  1

2                                  . 
 )أ( لا تقبل  حمولا    .                     )ب( حموليا زوجية   .     

  .x 3 [5] أو      x   1[5]حموليا تحقق   )د( x     .          2 [6]) جـ (حموليا تحقق  
 .  24x +34 y = 2…(1)لة التالية :    نعتبر في مجموعة الأعداد الصحيحة  المعاد(  2

 .   عدد صحيح  kحيث   (17k-7 ; 5-12k) = (x;y)( من الشكل : 1) أ ( حمول المعادلة   )
        .   عدد صحيح  kحيث   (7k ; 5k-) = (x;y)(  من الشكل : 1) ب ( حمول المعادلة )

  .   عدد صحيح  kحيث   (34k-7 ; 5-24k) = (x;y)( من الشكل : 1حمول المعادلة  ) )جـ(
 (  لا تقبل  حمولا .1) د (  المـعـادلة   )

3 ) N  5في النظام ذي الأساس  421 :عدد طبيعي يكتب . 
 . 222)د(    303)جـ(    111)ب(     421بالشكل :  )أ(  6يكتب في النظام ذي الأساس    Nالعدد  

0ىو : )أ(  3عمى العدد 1432 2011( باقي القسمة الإقميدية لمعدد4
 . 3)د(      2)جـ(     1)ب(        

 .   a = n ( n + 2 ) , b = n+1، نضع :  nمن أجل كل عدد طبيعي  ( 5
 )د(   1)جـ(  n+1)ب(   nىو : )أ(  bو  aفإن القاسم المشترك الأكبر لمعددين    a = 1  -2 bبما أن:   

 :التمرين السابع
دالة عددية معرفة عمى المجال      g  الجزء الأول : 0;D         : 2بـ( ) 1 ln( )g x x x   . 

 . و عند  0عمى يمين  gأوجد نيايتي الدالة   ( 1
 ثم شكل جدول تغيراتيا. gادرس اتجاه تغير الدالة ( 2
 . gاستنتج إشارة الدالة   (3

المعرفة عمى  fنعتبر الدالة العددية   الجزء الثاني : 0;D      : 1كالتالي ln( )
( )

2

x
f x x

x
   . 

( )C  التمثيل البياني لمدالةf   في المستوي المزود بمعمم متعامد و متجانس( ; ; )O i j 2: حيثi cm. 

 . فسر ىندسيا النتيجة الثانية .0و عمى يمين  عند fأوجد نيايتي الدالة -أ  (1

) مبين أن المستقي -ب  ) : 1ذا المعادلة

2
y x    مقارب مائل  لممنحني( )C .  

)ادرس الوضع النسبي لممنحني  -جـ   )C بالنسبة إلى( ). 

:    Dينتمي إلى  xتحقق أنو من أجل كل  -أ (1
2

( )
'( )

g x
f x

x
. 

 عمى مجموعة تعريفيا ، ثم شكل جدول تغيراتيا . fاستنتج اتجاه تغير الدالة  –ب  

)اكتب معادلة ديكارتية لممستقيم  -جـ  )T  الذي يمس المنحني( )C  3عند النقطة
(1; )

2
A . 
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)أثبت أن المعادلة:   (2 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا 1في المجال
;1

2

 
 
 

 . 

)ارسم المنحني   (3 )C و المستقيمين( )  و( )T. 

D    :2ينتمي إلى  xنضع من أجل   الجزء الثالث: 21 1 1
( ) (ln )

2 2 2
h x x x x   . 

)'احسب   (1 )h x  ما ذا تستنتج ؟ . 
)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني Sأوجد بالسنتيمتر المربع  (2 )C :1وبالمستقيمات التي معادلاتيا ; ; 0x x e y  . 

 : حل التمرين السابع
 الأول:الجزء  0;D     2و( ) 1 lng x x x   

x)2بما أن:  :  و عند  0عمى يمين  gإيجاد نيايتي الدالة   -أ -1 +1)=1lim

0

x

)و     ln )lim
>

x 0

  



x  

)فإن:    )lim

0

 



g x

x

2يمكن أن نكتب:   

2

1 1 ln
( ) (1 )

x
g x x

x x x
     

و بما أن: 
2

ln 1 1
0lim lim lim

x + x + x +
  

     

x

x x x
g(x)=+lim فإن:     

x +


 
  

 ثم تشكيل جدول تغيراتيا :  gدراسة اتجاه تغير الدالة  -2
21 2 1

'( ) 2
x

g x x
x x


   إشارة .'( )g x عمىD   22من إشارة 1x   .22 1 0x    :2معناه 2

ٔ أ
2 2

x x


 . 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
0;

2

 
 
 

و متزايدة تماما عمى المجال   متناقصة تماما عمى المجال  gالدالة 

2
;

2

 
 

 

2حيث  3 1
( ) ln 2 1.85

2 2 2
g   . 

 :gاستنتاج إشارة الدالة  -3

2قيمة حدية محمية صغرى عند النقطة ذات الإحداثيين gلمدالة  3 1
( ; ln 2)

2 2 2
  2و بما أن

( 0
2

g  فإن الدالةg .موجبة تماما 

 الجزء الثاني: 0;D    و 
1 ln( )

( )
2

x
f x x

x
   ،( )C  تمثيميا البياني( ; ; )O i j  حيثi2cm . 

        2

2
            2

2

                                  x 

      +            0          -             0          +  22 1x  

0           
2

2                 
 

 
 

 

 
x 

-         0        +  '( )g x 
                            

   

  2

2
g
 
  
 

 

( )g x 
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1بما أن:     :0و عمى يمين  عند  fإيجاد نيايتي الدالة  -أ -1 1
(x+ )=lim

2 2>
x 0

lnxو 
( )=-lim

x>
x 0





     

f(x)=-limفإن:  
>

x 0





)حامل محور التراتيب ىو مستقيم مقارب لممنحني   )C. 

1بما أن: 
(x+ )=+lim

2
x +



 

lnxو  
( )=0lim

xx + 
)فإن:     )lim

x

 



f x 

) مأن المستقي إثبات -ب  ) : 1ذا المعادلة

2
y x    مقارب مائل  لممنحني( )C: 

                1 ln(x)
[f(x)-(x+ )]= =0lim lim

2 x
x + x +   

 و ىو المطموب .    

)دراسة الوضع النسبي لممنحني - جـ  )C بالنسبة إلى( ):    1إشارة
( ) ( )

2
f x x   من إشارةln x . 

1x من أجل   : فإنln 0x   و( )C  يقطع( )  : 3في النقطة ذات الإحداثيين
(1; )

2
 . 

1x من أجل   : فإنln 0x   و( )C  يقع تماما فوق( )  . 
0 أجل من 1x   :فإنln 0x   و( )C  يقع تماما تحت( )  . 

:    Dينتمي إلى  xل كل التحقق أنو من أج-أ-2
2

( )
'( )

g x
f x

x
: 

                               
2

2 2 2 2

1
( )( ) (1)(ln )

1 ln 1 ln ( )
'( ) 1 1

x x
x x x g xxf x

x x x x


  

      . 

 عمى مجموعة تعريفيا ، ثم تشكيل جدول تغيراتيا : fاستنتاج اتجاه تغير الدالة  –ب 
 و جدول تغيراتيا ىو :Dمتزايدة تماما عمى  fو منو :  Dموجبة تماما عمى  f'فإن Dموجبة تماما عمى  gبما أن 

0  x 

 
                          

 f x 

)كتابة معادلة ديكارتية لممستقيم  -جـ  )T  الذي يمس المنحني( )C  3عند النقطة
(1; )

2
A  معادلة :( )T  : (1)'ىي( 1) (1)y f x f    حيث

3
(1)

2
f   و

2

2

1 1 ln1
'(1) 2

1
f

 
   : 3منو

2( 1)
2

y x    : 1و منو
( ) : 2

2
T y x  . 

)إثبات أن المعادلة: -3 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا 1في المجال
;1

2

 
 
 

: 

3لدينا: 
(1)

2
f   1و 1 1 ln 2

( ) 1 2ln 2 0.39
12 2 2

( )
2

f


       . 

1مستمرة و رتيبة تماما عمى المجال  fالدالة 
;1

2

 
 
 

1و  
( ) (1) 0
2

f f   حسب مبرىنة القيم المتوسطة ، يوجد عدد حقيقي وحيد ،  ينتمي إلى المجال

1
;1

2

 
 
 

)بحيث :    ) 0f   . 

)رسم المنحني  -4 )C والمستقيمين( )  و( )T                                                                                                      )في الصفحة الأخيرة(   :                                                                                                                                                                                                         

D    :2ينتمي إلى  xنضع من أجل  :الجزء الثالث 21 1 1
( ) (ln )

2 2 2
h x x x x   

)'حساب -1 )h x :الاستنتاج ، 
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1 1 1 1 ln
'( ) (2)(ln )( ) ( )

2 2 2

x
h x x x x f x

x x
      نستنتج أن الدالة .hىي دالة أصمية لمدالةf  عمى المجالD. 

)إيجاد مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني -2 )C 1لتي معادلاتيا: و بالمستقيمات ا ; ; 0x x e y   : 

  2

1

1

( ) 4 ( ) 4[ ( ) (1)]

e
e

S f x dx h x h e h cm   
h(1)حيث:     1  2وe e 1

h(e)
2

 
.  :إذن

2
2 2e e 1

S 4 2e 2e 2 18.21 cm
2

 
       

 
 

 



 الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية  
    عبد اللافي/عين تاغروتثانوية                                                              وزارة التربية الوطنية     

               بكالوريا تجريبي                                                       

 2015قني رياضي                                                                             ماي تالشعبة :  
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ساعات ونصف 4المدة :                            اختبار في مادة : الرياضيات                                       
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 أن يختار أحد الموضوعين التاليين: حعلى المتر ش

 الموضوع الأول

       :نقاط( 4التمرين الأول)

(I نعتبر من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn المتتالية( )Un حيث:  

2

1

1

2
1n n

U e

U e U




 


 

 

  3Uو  2Uأحسب . 1   

  :فان  nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  .2   
1

nU
e

 

1 :انف nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  .3    1n

n

U

U

 ثم استنتج تقارب المتتالية( )Un  

(II نضع من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم:n     
1 1

ln
2 2

n nV U     

)أثبت أن  .1   )nV ساسها متتالية هندسية يطلب تعيين أq و حدها الأول 

 :ثم استنتج أن nبدلالة  nVعبر عن . 2  

1
6( ) 1

2

n

nU e


 

limأحسب  .3   n
n

U


  

1أحسب الجداء  .4   2 .....n nP U U U    

      :نقاط( 4التمرين الثاني)

ي المركب منسوب الى معلم متعامد و متجانس المستو    ;i; jO  

3التي لواحقها على الترتيب  Cو   A ,Bنعتبر النقط     5Az i   4و 2Bz i    1و 4Cz i  

 zمن المستوي ذات اللاحقة  M التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة Sليكن   

' : حيث  z/ذات اللاحقة  M/النقطة     (2 2 ) 1z i z    

 Sعين الطبيعة و العناصر المميزة للتحويل  .1

B/أ( عين  .2
Z  لاحقة النقطة/B  صورة النقطةB  بالتحويلS     

)ين أن المستقيمين ب( ب         ')CB  و( )CA  متعامدان 

zالنقطة ذات اللاحقة  Mلتكن   .3 x iy   حيثx  وy  عددان صحيحان 

3 :متعامدان اذا و فقط اذا كان  CAو  CM' بين ان الشعاعين           2x y   

)المعادلة  2نعتبر في   .4 )E : 3 2x y  

)بين أن الثنائية أ(  4, 2)  حل خاص للمعادلة( )E  المعادلة  2ثم حل في( )E  
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التي احداثياها تنتمي الى المجال  Mاستنتج مجموعة النقط  ب(          5,5 وتجعل الشعاعين'CM       

 متعامدان CAو            

      :نقاط( 4التمرين الثالث)

المستوي منسوب الى معلم متعامد و متجانس  ;i; jO  (2,1,3)نعتبر النقطA و( 3, 1,7)B   (3,2,4)وC 

,بين أن النقط  .1 ,A B C  ليست على استقامة واحدة 

)ليكن  .2 )D  المستقيم ذو التمثيل الوسيطي التالي
7 2

3

4

x t

y t

z t

  


 
  

 tحيث    

)أن المستقيم  بينأ(       )D  عمودي على المستوي( )ABC 

)ب(  عين معادلة ديكارتية للمستوي     )ABC 

)نقطة تقاطع المستقيم  Hلتكن   .3 )D  و المستوي( )ABC 

هي مرجح الجملة المثقلة  H(  بين أن النقطة أ     ( , 2);( , 1);( ,2)A B C  

)ب( لتكن     )E  مجموعة النقطM من الفضاء حيث( 2 2 ).( ) 0MA MB MC MB MC     

)عة عين طبيعة المجمو         )E  و حدد عناصرها المميزة 

)ج(  لتكن     )F  مجموعة النقطM   2من الفضاء حيث 2 29MA MB MC       

)عين طبيعة المجموعة      )F  و حدد عناصرها المميزة 

)المجموعة عين  (د ) ( )E F هل النقطة  و( 8,1,3)S   تنتمي الى المجموعة( ) ( )E F  

   :نقاط( 8التمرين الرابع)

 f     1دالة عددية معرفة على
 ;  

2

 
  
 

)كمايلي :     )  ln(2 1) - f x x x   

      C  تمثيلها البياني  في مستوي  منسوب إلى معلم متعامد و متجانس( , , )o i j  الوحدة(  :4cm ) 

 عند أطراف مجموعة التعريف. f( احسب نهايات الدالة 1    : الجزء الأول

 م شكل جدول تغيراتها.ث f( أدرس اتجاه تغيرات الدالة 2                    

 ينتمي إلى ( بين أنه يوجد عدد حقيقي غير معدوم3                     1;2   يحقق ln(2 1) =   

( اكتب معادلة للمماس للمنحنى 4                     C  عند النقطةO  .مبدأ المعلم 

منحنى و ال O( أنشئ المماس عند 5                     C 

 الجزء الثاني :

المعرفة بـ :  h علما أن الدالة bعين العدد الحقيقي  (1 ( )  ln(2 1) - h x x b x x    

ln(2دالة أصلية  للدالة   1)x x   1على المجال
 ;  

2

 
  
 

. 

يز المستوي المحصور بين المنحنى للح Sالمساحة ( احسب بدلالة 2                     C  ومحور      

 الفواصل .                         

( تحقق أن3                     
1

1
2

S       ثم بين أن
3

0
8

S  . 
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 المـوضـوع الثاني

   :نقاط( 4التمرين الأول)

  (I   1)   ادرس حسب قيم العدد الطبيعيn 3 بواقي قسمةn
 على  

 حيث: 10على   A( استنتج باقي قسمة العدد2       
2011 143263 9 7A      

 فإن: n( برهن أنه من أجل عدد طبيعي 3          2 1 2 13 9 7 1 3 10n n nn n        

 حتى يكون: nعين قيم العدد الطبيعي ( 4        2 13 9 7 0 10n nn    

(II   1 :احسب ) 225;180PGCD 

225المعادلة: 2في ( حل 2       180 90x y    

حيث:   bو a( نعتبر العددين الطبيعيين3      


4452 a ،


206252 b. 

   bو a ثم  ،عين:           

 :نقاط( 4التمرين الثاني )

I  كثير الحدود  (  نعتبر في مجموعة الأعداد المركبة( )P z يث ح 

                     3 2( ) (4 ) (13 4 ) 13P z z i z i z i        

)حل للمعادلة  iبين أن العدد  (1 ) 0P z   

,جد الأعداد الحقيقية  (2 ,c b a  بحيث لكل عدد مركبz : 2يكون( ) ( )( )P z z i az bz c    

)المعادلة  حل في  (3 ) 0P z   

II نعتبر في المستوي المركب المنسوب الى معلم متعامد و متجانس  )( , , )o i j  النقط 

            , ,C B A  لواحقها على الترتيبAz i  2و 3Bz i   2و 3Cz i   

و زاويته  Bالدوران الذي مركزه  Rليكن  (1
4


  

  Rبالدوران  Aصورة النقطة  A'لاحقة النقطة  Az'عين           

,بين أن النقط  (2 , 'C B A  على استقامة واحدة 

               Cالى  A'و يحول  Bالذي مركزه  Hعين الكتابة المركبة للتحاكي  (3

 :نقاط( 8التمرين الثالث )

)1ln(بالعبارة:  الدالة العددية المعرفة على  fلتكن 
1

)( 


 x

x

x

e
e

e
xf. 

واستنتج إشارة  f( ادرس تغيرات الدالة 1 f x  

)()1ln(: بالعبارة المعرفة على  g( نعتبر الدالة العددية 2   xx eexg . gC  التمثيلل البيلاني الممثلل

),,(لها في مستو منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  jiO


 (.2cm. )الوحدة 

')()(حقيقي فإن:  xأ/ بين أنه من أجل كل    xfexg x. 

 gب/ ادرس تغيرات الدالة   

جـ/ ارسم    gC 
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)()1ln(بالعبارة:  المعرفة على  hدية( نعتبر الدالة العد3  xexh. 

أ/ تحقق أن:     
1

1
)('




xe
xh. 

/ احسلب بالسللنتيمتر المربللع المسلاحةب    A   الحيللز المسللتوي المحلدد بللالمنحنى gC ،محللور الفواصللل ،      

0xاللذان معادلتاهما:المستقيمان          ; x   حيث .يمكنك استعمال(عدد حقيقي موجب تماما 

                                (لتكامل بالتجزئةا       

lim)(احسب: / ج    


A


. 

 :نقاط( 4التمرين الرابع )

)الفضاء منسوب إلى معتم متعامد و متجانس       , , , )o i j k  

 مع التعليل :اختر من بين الإقتراحات الموضوعة الأجوبة الصحيحة لكل عبارة       

      1 )( )P  2المستوي ذو المعادلة 3 4 0x y z  : 

)وoأ( المسافة بين        )P  تساوي
1

29
3ب( الشعاع         

1; ;2
2

n
 
 
 

)اظمي للمستوي ن   )P   

)وoج( المسافة بين       )P  د( المستوي             1تساوي( )Q  5ذو المعادلة 2 0x y z    يوازي( )P 

     2)  ( )P  : 2المستوي ذو المعادلة 0x y z   و( )D  (1,1,1)المستقيم المار من النقطةA و شعاع 

,1)توجيهه             4, 2)u    : 

)أ(            )D  يوازي( )P                             )ب( )D  يعامد( )P  

)ج(           )D  يقطع( )P                                )د( )D  له تمثيل وسيطي
1

1 4

1 2

x t

y t

z t

 


 
  

 tحيث     

     3  )( )S  هي مجموعة النقط( , , )M x y z :2التي تحقق 2 2 2 4 2 0x y z x z       

)أ(               )S (1,0,2) هي سطح  كرة مركزها  3ونصف قطرها  

)ب(              )S  هي سطح كرة قطرها AB  0,1)حيث, 1)A   و( 1,1,3)B   

)ج(              )S للمستوي  مماسة( )OCD  في النقطةC  0)حيث, 1,1)C  1)و, 1,0)D   

)د(              )S  مجموعة خالية 

,0,0)( النقط 4      1)A  و( 1,1, 2)B   1,1)و, 4)C    : 

)أ(  تعين المستوي              )ABC                             )ب, ,C B A  في استقامية 

2ج(   النقطة             4 11
; ;

5 5 5
G

 
 
 

هي مرجح الجملة المثقلة   ( ,1);( ,1);( ,3)A B C  

)د(   المستقيم             )AD  له تمثيل وسيطي
1

x t

y t

z t




 
   

 tحيث    

 

اذ : عري و ا ة.بلاست   
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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 4من  2الصفحة 

 الموضوع الثاني
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 

 
      

 

 

 

 

 

 
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 4من  4الصفحة 



 

 الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية
  4102ماي  : وزارة التربية الوطنية                                                                                       دورة 

 سا  ونصف 2:المدة                                                                                    تقني رياضي   : الشعبة 

 شهيدا بليمور 01: بكالوريا تجـــــــريبي                                                                                       ثانوية  

 ضيــــــــــاتاختبار في مادة الريا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 (ن5.3: )التمرين الأول

 (ن0)....... 10على  3nالطبيعية بواقي قسمة  العدد  nأدرس حسب قيم  .1

n  :  بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 16 2 8 133 2 109 11 0 10n n      .......(1.0ن) 

: حيث  nعينّ الأعداد الطبيعية  .5 17 3 1 0 10n     10و 25n   .......................(1.0) 

67yو مكتوب   3في النظام ذي الأساس  02102xxمكتوب  Aليكن العدد  .4 y 9 في النظام ذي الأساس   

 (ن1.0)......... yو  xعينّ . أ    

 (ن1.0)...........في النظام العشري   Aأحسب . ب  

 (ن1.0)................ 7في النظام ذي الأساس  Aأكتب .  جـ  

 

 (ن5.3):التمرين الثاني

 :       كما يلي IRالدالة المعرفة على  fنعتبر   
          2 2x xf x x e e   

 fc  منحني الدالةf في  المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ;o i j  2وحدة الأطوالcm 

 (ن1.0.)...... و عند عند  fأحسب نهايتي الدالة  .1

 (ن1.40( +)ن1.40(+ )ن1.40)...............شكل جدول تغيراتها  fأدرس اتجاه تغير الدالة  .2

بينّ أنّ المعادلة  .5  0f x   تقبل حلا وحيداα   في المجال 0;5;0,6 .........(1.0ن) 

بين أنّ المستقيم  .4 D  ذو المعادلة :y x  هو مستقيم مقارب للمنحني fc  في جوار....(1.40ن) 

أثبت أنّ المنحني  .3 fc  يقبل مماسا وحيدا T يوازي المستقيم D(ن1.40)+ (ن1.40).عين معادلة له 

ارسم المنحني  .6 fc  و المستقيمين D و T.......(1.0ن) 

):  عدد و إشارة حلول المعادلة  mناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط  .7 )f x x m ......(1.0ن) 

 

 (ن4.3) :التمرين الثالث

 nu  كما يلي  متتالية عددية معرفة على :     
0 11 , 2u u         و

1 22 3n n nu u u   . 

نعتبر  .1 nv  1   :  ما يلي بـ *متتالية معرفة علىn n nv u u     حيث;   عددان حقيقيان غير

 .منعدمان 

أحسب  . أ
2u  و

3u .....(1.0ن) 

أحسب  . ب
2 1;v v   و

3v  بدلالة و .......(1.0ن) 

2:ثلاثة حدود متتابعة من متتالية هندسية فإنّ  3vو  2vو  1vبينّ أنهّ إذا كانت  . ج 23 2 0     

 (ن1.0.)............

نضع  .2  : 

برهن أن  . أ nv  (ن1.40)+  (ن1.0)....متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

 :الموضوع الأول
 



 

من  nه من أجل كل عدد أنّ استنتج  . ب
*

  :   
1 3n

n nu u     .........(1.0ن) 

3نضع  .5    : 

برهن أن  . أ nv  (ن1.40( + )ن1.0). .متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

:     *من  nاستنتج أنهّ من أجل كل عدد  . ب 13 1
n

n nu u       .....(1.0ن) 

 :  بينّ أنّ  .4 nv  هندسية متتالية    معناه    3أو    ....(.1.0ن) 

 

 (ن5.3):  التمرين الرابع

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  ; ; ;o i j k , نعتبر النقط 1;1;0A  , 0;1;2B  و 2; 2;1C   . 

B;بين أن النقط  .0 A وC  (ن1.40).......تعين مستويا 

تحقق أنّ  .4 2;1;1n  شعاع ناظمي للمستوي ABC  استنتج معادلة ديكارتية للمستوي ، ABC 1..0 

ليكن  .3 P مستوي تمثيله الوسيطي :  2

2 2

1 2 ;

1

x

y

z

 

  



  


  


 

 

  أكتب معادلة ديكارتية للمستوي P .......(1.0ن) 

  بينّ أنّ تقاطع المستويين ABC  و P   هو المستقيم  0..1يا له وسيط ، يطلب تعيين تمثيلا 

عينّ  .2 Q مجموعة النقط ; ;M x y z  بحيث من الفضاء :    0MA MB MC MA MB      . 

: نفرض أنّ  .0  : 2 5 0Q x z   ...........(1.0ن) 

 أدرس تقاطع المستويات  Q  ، P  و ABC .......(.1..0ن) 
 

 (ن3): التمرين الخامس 

المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس تعتبر في المستوي المركب  ; ;o i j  النقط; ; ; ;I D C B A  ذات اللواحق : 

                  ; 1 3 ; ;D C C B A AZ Z Z i Z Z Z i          ،I  منتصف CD ....(1.40ن) 

 (ن1.0.).....مثل النقط في المعلم  .0

A:    على الشكل الأسي ، حيث   Lأكتب العدد  .4 I

B I

Z Z
L

Z Z





 (ن1.0) ......... 

   استنتج طبيعة المثلثABI   ......(1.40ن) 

  عينّ المركز  و نصف القطرr  للدائرة C  المحيطة بالمثلثABI ...... (1.0ن) 

   أنشئ الدائرة C ......(1.40ن) 

و زاويته  Iدوران مركزه  Rليكن  .3
2


  ،h  التحاكي الذي يحولA  إلىC  و يحولB  إلىD  . 

  عينّ العبارة المركبة لكل منR  وh .... (1.0ن)  +(ن1.0) 

   ما هي طبيعة التحويلh R  (ن1.0(+ )ن1.0( +)ن1.40). محددا عبارته المركبة و عناصره 

عينّ معادلة  .2 C   صورة C  بالتحويلh R  (ن1.40(+)ن1.40). مستعملا طريقتين 

 

 بن درميع نبيلة  .بالتوفيق                                                                      



 (تق ر5بكالوريا تجريبي )مناقشة الإختبار

 :حل التمرين الأول

                 10على  3nدراسة بواقي قسمة العدد  .1

4 3k  4 2k  4 1k  4k n  

. 9 3 0  3 . 10n  

إثبات أنّ  .2 16 2 8 133 2 109 11 0 10n n      

 33 3 10  معناه 1633 1 10n   

 

   

16 2 16 2

2

33 33 33 10

3 10 9 10

n n  

 
 

و لدينا 
 

   

2

8 1 16 2

109 3 10

109 3 10 9 10n n 



 
  

 

 

16 2 8 133 2 109 11 9 18 11 10

0 10

n n      


 

: حيث nتعيين الأعداد الطبيعية  .5

 17 3 1 0 10 /10 25n n    

4 3k  4 2k  4 1k  4k    n  

 الباقي هو   1 4 8 1

 

4 /10 4 25n k k   ومنه 3;4;5;6k  معناه 

                 12;16;20;24n  

. أ  .4   ; 2;2x y   

  2009A. ب

 . 8في النظام ذي الأساس  Aكتابة . جـ 
3 22009 3 8 7 3 3 8 1       

 . 8في النظام ذي الأساس  3731يكتب  Aو منه 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :حل التمرين الثاني 

 حساب النهايات  .1
lim ( )

x
f x


   وlim ( )

x
f x


  

حساب  .2 f x  
 :   تقبل الإشقاق على  fالدالة 

    22 2 1x xf x e e      

 :جدول التغيرات 

                                    x 

                                     f x 

5.    0.5 0.07 ; 0.6 0.02f f   

مستمرة و متزايدة تماما على المجال  fالدالة  0.5;0.6 

 

    0.5 0.6 0f f  حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

المعادلة   0f x   تقبل حلا وحيدا    من المجال 

        0.5;0.6 . 

2.   lim 0
x

f x y


   و منه y x  مقارب

 . مائل بجوار 

3.  0 1f x    0معناه 0x   و منه fC  يقبل

مماسا و حيدا عند النقطة  0; 1A  . 

   : 1y x    

 الرسم .4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :المناقشة البيانية 

 0m  : المعادلة تقبل حل وحيد موجب. 

 1m    : المعادلة تقبل حل معدوم. 

 1m  : المعادلة لا تقبل حلول. 

 1 0m  : المعادلة تقبل حلين مختلفين في

 .الإشارة 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 : حل التمرين الثالث

1. 1n n nv u u     

3: حساب الحدود  . أ 220 ; 7u u  . 

3:حساب الحدود  . ب 2 1; ;v v v    ،1 2v            ،

2 7 2v     ،3 20 7v     

3. جـ 2 1; ;v v v         حدود متتابعة من متتالية هندسية معناه
2

2 1 3v v v   معناه

    
2

7 2 2 20 7             معناه
2 29 6 3 0      معناه

2 23 2 0     

نضع  .2  : 



  لدينا . أ
1n n nv u u     معناه

   1 1n n nv u u                                  

من  nمن أجل كل عدد طبيعي 
*

   :        
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 و منه 

 nv متتالية هندسية أساسها
3q 

و حدها الأول  

1 3v 
 . 

: لدينا   . ب
1

1 3n

nv v    و منه
13 3n

nv    

:  معناه  3 2n

nv     ( 2)و(1)من

: نستنتج أن   1 3n

n nu u                معناه

1 3n

n nu u       

3نضع  .5    : 

 إثبات أنّ  . أ nv  متتالية هندسية     . 

             لدينا 13 1n n nv u u    

من  nمن أجل كل عدد طبيعي       
*

   :  
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 و منه 

 nv 1متتالية هندسية أساسهاq    و حدها الأول

1v   .  

لدينا  . ب 
1

1
n

nv 


     و منه

   1 2
n

nv     نستنتج أنّ (4)و ( 0)من: 

    13 1
n

n nu u     و منه 

       13 1
n

n nu u    

4.  nv  متتالية هندسية معناه
2 23 2 0      

  
216     معناه   3و    

 

 

 

 

 

 :حل التمرين الرابع 

;إثبات أنّ  .1 ;C B A  تعين مستويا. 

 1;0;2AB   و 1; 3;1AC   

 ;AC AB  غير مرتبطان خطيا 

2. 
0

0

n AB

n AC




ناظمي  n(1;1;2)و منه   ABC 

   : 2 3 0ABC x y z     

ليكن       .5 P مستوي تمثيله الوسيطي :
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2 2 1

1 2 ;
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x
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z

 

  



  


  


 

 

نجد ( 4)و ( 0)بجمع 
2 4

2 4

x z

x z





  

  
بالتعويض  

2: نجد ( 3)في 4 7 0x y z     

   : 2 4 7 0P x y z     . 

 تقاطع المستويين ABCو P  .

2 3 0

2 4 7 0

x y z

x y z

   


   
  

(2;1;1)n  شعاع ناظمي لـ ABC  

 2; 1;4n  شعاع ناظمي لـ P  

1 2 0n n   و منه ABCو P   يتقاطعان وفق

مستقيم     : 

5 5

4 2

3
2

2

x t

y t t

z t


  




  






  

4.  Q النقط مجموعة ; ;M x y z   من الفضاء 

    0MA MB MC MA MB     
 

     0MG BA 

 Q  مستوي يشمل النقطةG  وBA  شعاع ناظمي له. 

تقاطع المستويات  - Q  ، P  و ABC .  

          ABC P Q Q  

5 3
; ;1

4 2
u
 
 
 

شعاع توجيه   . 

 

 



 

 

 1;0; 2n   شعاع ناظمي لـ Q . 

 ;n u  غير مرتبطان خطيا. 

   
5 5

2 5 0
4 2

t t      و منه
30

13
t  

 بالتعويض في الجملة نجد 
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و منه   

     
5 20 30

; ;
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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :حل التمرين الخامس 

        

A I
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Z Z
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Z Z




   
 

1. 1
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C D
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Z Z
Z


       و منه

1

1

i
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و منه     1 ; arg 2
2

L L


   2ومنه
i

L e


 

  طبيعة المثلث ABI  . 

AIلدينا  BI  و ;
2

IB IA


  و منه ABI

 .  Iمثلث متساوي الساقين و قائم في 

  المركز تعيين  و نصف القطرr  للدائرة

 C  المحيطة بالمثلثABI. 

0
2

A BZ Z
Z


   معناه 0;0 ،1

2

AB
r   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

5    I IZ Z i Z Z     و منه

  : 1R M M Z iZ i     

 

 

h A C

h B D






معناه   
C A

D B

Z aZ b

Z aZ b
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3
2

C D

A B

Z Z i
a

Z Z i


  


  ،3a   1وb   

 

   : 3 1h M M Z Z    

   طبيعة التحويلh R . 

h R  3هو تشابه مباشر نسبتهk   و زاويته

 2
2


   

  عبارته المركبة و عناصره:

   1 1( )R hM Z M Z M Z   

1 1Z iZ i    و

 13 1 3 1 1Z Z iZ i          و منه 

   3 3 1 3Z iZ i      

:   حيث  المركز هو النقطة الصامدة  

3 1 3

1 3

i
Z

i


  



   ،

3 4 3
;

4 4

   
 
 

 

  -0-طريقة

 C  دائرة مركزها بحيث : h R    و

3rنصف قطرها    

  3 1 3Z i
      و منه 3 1; 3    

     
2 2

: 1 3 3 3C x y      

 -4-طريقة 

 1C  صورة C  بالدورانR  

 1C  1مركزها حيث :  1R   و نصف قطرها 

    1r   حيث   :
1

1 1Z iZ i i      

  C  صورة 1C  بالتحاكيh  

   C  مركزها  حيث : 1h    و نصف قطرها 

   3r   حيث     :
 3 1 1

1 3 3

Z i

i

   

   
 

     
2 2

: 1 3 3 3C x y      

 



 



 

 دقيقة03ساعات و  4: المدة تقني رياضي: الشعبة  رياضيات                                                : الماد ة  امتحان مقترح لتلاميذ السنة النهائية 

 

 :الموضوع الأول
 :التمرين الأول  

  . ر، يطلب تحديده مع التبريصحيح –فقط  -مقترحة أحدهاأجوبة  لكل سؤال أربعة

x + 3  0 + x [5] :في مجموعة الأعداد الصحيحة، المعادلة - 1
2                                  . 

                 .                                          حلولها زوجية   ( ب)                      .                        لا تقبل  حلولا    ( أ)

  .x 3 [5] أو      x   1[5]حلولها تحقق   (د) x     .                                   2 [6]ا تحقق حلوله(جـ ) 
 .  24x +34 y = 2…(1):    نعتبر في مجموعة الأعداد الصحيحة  المعادلة التالية – 2

 .     (17k-7 ; 5-12k)=(x;y): من الشكل ( 1)حلول المعادلة   ( أ )                   
 .          (7k ; 5k-)=(x;y): من الشكل (  1)حلول المعادلة ( ب )                   
 .   (34k-7 ; 5-24k)=(x;y): من الشكل ( 1)حلول المعادلة  (جـ)                  
 .لا تقبل  حلولا (  1)المـعـادلة   (  د )                   

0-  N  5في النظام ذي الأساس  421 :عدد طبيعي يكتب . 

 . 222( د)       303( جـ)        111( ب)         421( أ:         )بالشكل  6يكتب في النظام ذي الأساس    Nالعدد  

3( أ: )هو  0على العدد 1402 2311باقي القسمة الإقليدية للعدد -4
 . 0( د)            2( جـ)           1( ب)              

 .   a = n ( n + 2 ) , b = n+1: ، نضع  nمن أجل كل عدد طبيعي   -5
 .    2( د)      1(جـ)     n+1( ب)     n(   أ:  )هو  bو  aالقاسم المشترك الأكبر للعددين فإن    a = 1  -2 b:بما أن   

 : التمرين الثاني 
 :الأولالجزء

 : التالية zالمعادلة ذات المجهول  نعتبر في مجموعة الأعداد المركبة
3 22 16 0........ ( )z z E   . 

 .(E)حل للمعادلة  2بين أن -أ-(1

)2)(0(0: على الشكل (E)يمكن كتابة المعادلة  بحيث c،b،aأوجد الأعداد الحقيقية   -ب     2  cbzazz . 

 .على الشكل الجبري، ثم على الشكل الأسي (E)اكتب حلول المعادلة  -جـ   
 :الثاني الجزء

 .(O,i,j)المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

izA: اللواحقذات  A ،B ،D: علم النقاط( 1 22 ،2Bz ،izD 22. 

 .Cعلم النقطة . متوازي أضلاع ABCDحيث  Cللنقطة  Czاحسب اللاحقة ( 2

وزاويته  Bبالدوران الذي مركزه  Cصورة  Eلتكن ( 0
2


،  ولتكنF  صورةC زه بالدوران الذي مركD  وزاويته

2


. 

 .على الترتيب E ،F: لاحقتي النقطتين Ez ،Fz: احسب –أ 

 . E ،F: م النقطتينـ  عل –ب 

i: تحقق أن –أ ( 4
zz

zz

AE

AF 



. 

 .AEFاستنتج طبيعة المثلث  –ب 

 
 



 :التمرين الثالث

g  :الجزء الأول  دالة عددية معرفة على المجال      0;D     بـ     :
2( ) 1 ln( )g x x x   . 

 . و عند  3على يمين  gأوجد نهايتي الدالة   -1

 .ثم شكل جدول تغيراتها gتغير الدالة ادرس اتجاه -2

 . gاستنتج إشارة الدالة   -0

المعرفة على  fنعتبر الدالة العددية   :الجزء الثاني  0;D     كالتالي  :
1 ln( )

( )
2

x
f x x

x
   . 

( )C  البياني للدالة التمثيلf )في المستوي المزود بمعلم متعامد و متجانس   ; ; )O i j 2: حيثi cm. 

 .فسر هندسيا النتيجة الثانية . 3و على يمين  عند fأوجد نهايتي الدالة -أ -1

) مبين أن المستقي -ب  ) ذا المعادلة :
1

2
y x    مقارب مائل  للمنحني( )C . 

)ادرس الوضع النسبي للمنحني  -جـ   )C ة إلىبالنسب( ). 

:    Dينتمي إلى  xأنه من أجل كل تحقق  -أ-2
2

( )
'( )

g x
f x

x
. 

 .على مجموعة تعريفها ، ثم شكل جدول تغيراتها  fاستنتج اتجاه تغير الدالة  –ب  

)اكتب معادلة ديكارتية للمستقيم  -ـج  )T  الذي يمس المنحني( )C  عند النقطة
3

(1; )
2

A . 

): أثبت أن المعادلة -0 ) 0f x   حلا وحيدا تقبل في المجال
1

;1
2

 
 
 

 . 

)ارسم المنحني  -4 )C و المستقيمين( )  و( )T. 

:    Dينتمي إلى  xنضع من أجل   :الجزء الثالث
2 21 1 1

( ) (ln )
2 2 2

h x x x x   . 

)'سب اح -1 )h x  . ما ذا تستنتج ؟ 

)المحدد بالمنحنيمساحة الحيز المستوي  Sأوجد بالسنتيمتر المربع -2 )C1: وبالمستقيمات التي معادلاتها ; ; 0x x e y  . 

 :التمرين الرابع  

;O;i)عامد و متجانس الفضاء مزود بمعلم مت j;k). 

)n عشعاالو B(1;-2;1)المار بالنقطة ( P)نعتبر المستوي  -1 2;1;5) و المستوي لهي ناظم ،(R )الذي معادلته :x+2y-7=0. 

 .متعامدان ( R)و ( P)بين أن المستويين  -أ   

;u(2و  C(-1;4;-1)المار من النقطة ( D)المستقيم هو ( R) و( P)أن تقاطع المستويين ن بره -ب   1;1) شعاع توجيه له. 

 .على الترتيب ( D)، ( R)، ( P)  والمستوياتA(5;-2;-1)   النقطة المسافات بين d1 ،d2  ، d3احسب   -جـ   

: كما يلي الدالة العددية  IRعدد حقيقي و نعرف على  tحيث  M( 1+2 t ; 3-t ; t )لتكن النقطة -2
2(t) 6t 24t 42      . 

AM: أثبت أن -أ (t)  

 . ادرس تغيرات الدالة -ب

3 هي (D) و A بين المسافة أن استنتج -جـ 2. 

 :تمرين الخامس ال
 .عدد طبيعي غير معدوم nنفرض في ما يلي أن 

n :1+5+9+…+(4n-3)=2n  عدد طبيعي غير معدوم ه من أجل كلبرهن بالتراجع أن -1
2
-n. 

 : كما يلي،  المعرفة على مجموعة الأعداد الطبيعية غير المعدومة) nu)نعتبر المتتالية الحسابية -2

2 4

6 8 10 12

u +u =18

u +u +u +u =132





 

nبدلالة nuتالية ثم  اكتب عبارة الحد العاملهذه المت 1uو الحد الأول  rأوجد الأساس  -       . 

 . nبدلالة  Snعبر عن  .  Sn=u1+u2+u3+…+un: نضع  -0
 
 
 
 
 



 :اني الموضوع الث
 :التمرين الأول

n       عدد طبيعي. 
7ادرس بواقي القسمة الإقليدية للعدد  -1

 n  9على  . 
16 التي من أجلها يكون العدد  nعين قيم  -2

3n
+16

n
 . 9قابلا القسمة على 5-

7أثبت أن العدد  -0
 n

 +3 n +8  9من مضاعفات العدد  . 
 : رين الثانيالتم

 .في المكان المناسب، و دون تبرير( x)، و لكل سؤال ثلاثة أجوبة مقترحة ، المطلوب وضع العلامة ةالتمرين يحتوي على أربعة أسئل

 خطأ صح الإجابات المقترحة نص السؤال رقم السؤال

 ، nو من أجل كل عدد طبيعي  من أجل كل عدد حقيقي  1

العدد  

i n(e )
 :يساوي 

ine 

 

  

cos( ) isin( )n n   
  

cos(n ) isin(n )     

Z :يساوي Zالقسم التخيلي  للعدد المركب  2 Z

2


 

  

Z Z

2


 

  

Z Z

2i


 

  

0 Z د مركب قسمه الحقيقيعد x  و قسمه التخيليy . 
 :تخيليا صرفا فإن Zإذا كان 

2| z | y   

2| z | y    

2| z | z    

 .على الترتيب C;B;Aلواحق النقطc;b;aالأعداد المركبة  4

من أجل 
b a

i 3
c a





 : لدينا

   

BC 2AC   
2CA.CB CA   

(AB;AC) 2k / (k Z)
2
      

 :التمرين الثالث

:كما يليIRالمعرفة علىfلتكن الدالة العددية  
1

2

2

1
1




xe
xxfو Cتمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس jiO


,,. 

:من أنتحقق  (1
1

1
1

1

1




 xx ee
 .فرديةfأن الدالة واستنتج IRمنxلكل  

احسب  (2 
x
lim f x


استنتجو 
x
lim f x


. 

IR:منxأن من أجل كل بين  -أ      (0 
2

1

1

2

1














x

x

e

e
xf.    

 .fشكل جدول تغيرات الدالة -ب

بي للمنحنيحدد الوضع النس -جـ  C بالنسبة إلى  المستقيم D  الذي معادلته :xy
2

1
1. 

بين أن -أ–( 4     D   مستقيم مقارب للمنحني C. 

أنشئ المستقيم  -ب         D  و المنحني C. 

احسب مشتقة العبارة     -أ (  5    1ln  xex   من أجل كلxمنIR     ثم استنتج دالة أصلية للدالة
1

1

xe
x 

المستوي المحدد بالمنحني  احسب مساحة الحيز -ب     Cو المستقيمات التي معادلاتها :
1

x 1;x 0; y 1 x
2

    . 

  
 :التمرين الرابع 



;O;i)الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  j;k). 

2x: ذا المعادلة (P)نعتبر المستوي  y 2z 4 0     النقطوA(3;2;6)  وB(1;2;4)  وC(4; 2;5). 

 .قائم  ABCتحقق أن المثلث -أ -1

 .(P)تعين المستوي  Cو   Bو   Aبين أن النقط  –ب  

)اكتب جملة معادلات وسيطية للمسقيم  -جـ   )   المار بالنقطةO  المستوي و العمودي على(P). 

 .(P)على المستوي Oالمسقط العمودي للنقطةLلتكن  -2

 . OLاحسب الطول -أ   

 .ABCOرباعي الوجوه حجم Vاحسب -ب   

 . ABCمركز ثقل المثلث  Eو   (A;1);(B;1);(C;1);(O;3)مرجح الجملة المثقلة Gلتكن - 0

 . Eو   Gأوجد إحداثيات النقطتين  -أ   

 .[OI]منتصف  Gأن تأكد-ب   

dحدد -جـ     .(P)المستوي  و Gالنقطة المسافة بين  

)نشير بالرمز  -4 )  لمجموعة النقطM والتي تحقق ءمن الفضا :|| AM BM CM 3OM || 6   . 

)أن أثبت -أ   ) سطح كرة، يطلب تعيين مركزها و نصف قطرها. 

)ما هي مجموعة النقط المشتركة بين -ب   )  و(P)      (. مع التبرير) ؟ 

 :التمرين الخامس 

n n n n(t ),(w ),(v ),(u  : كما يلي Nعددية معرفة على أربع متتاليات  (

n n n n
n n n n n n n 1 n 1 0 0

u 3v u 2v
.t 3u 8v ;w v u ;v ;u ;v 12;u 1

4 3
 

 
        

برهن بالتراجع أن المتتالية -1 nt على  ثابتةN. 

بين أن -2 nW ثم اكتب متتالية هندسية ،
nw ةبدلالn . 

أنتحقق -0 nU  متزايدة   و nV متناقصة. 

أن اعلم-4 nU  و nVقاربتان، أوجد نهاية كل متتالية مما سبقمت. 

 ؟  4و  2ما ذا تستخلص من السؤالين -5
 



 :وع الأول حل الموض
 :حل التمرين الأول 

 .(د)الجواب الصحيح هو -1
 :أولى طريقة

x + 3  0 +  x  [5]:  يمكن أن نكتب
2
 x + 3-5x  0 [5]:  معناه    

 +  x
x + 3  0  - 4  x [5]:  منه  2

2  

  x 3 [5]أو x 1   [5]: ومنه   0 (x-3)(x-1) [5]  :  منه 
 : طريقة ثانية

 

 5على( x)قسمة باقي 3 1 2 0 4

x)باقي قسمة  3 1 4 4 1
 5على(2

x)باقي قسمة  3 2 1 2 3
2
+x)5على 

x)باقي قسمة  0 3 4 3 0
2
+x+3)5على 

  x 3 [5]أو x 1  [5]:  حسب هذا الجدول فإن
 . (أ)يح هو الجواب الصح-2

 :طريقة أولى
 ،  2من قواسم العدد( 2و هو ) 04و  24القاسم المشترك الأكبر للعددين 

 .مجموعة الأعداد الصحيحةتقبل حلولا في ( 1)فالمعادلة 
 12x + 17 y = 1 (2)…تكافئ المعادلة (1)المعادلة 

 17(5-12k)=204k-84+85-204k = 1+(17k-7)12: و لدينا
ل خاص لها و انطلاقا من ح( 2)يمكن حل المعادلة : طريقة ثانية

 .باستعمال مبرهنة غوص
وافقة في باستعمال خواص الم( 2)ة يمكن حل المعادل: ةطريقة ثالث

 .مجموعة الأعداد الصحيحة
 .(جـ)الجواب الصحيح هو-0

: يمكن أن نكتب: طريقة أولى
5

0 1 2N=421 =1×5 +2×5 +4×5 و  111=
6

0 1 2303 =3×6 +0×6 +3×6 =111=N . 

: طريقة ثانية
5

0 1 2N=421 =1×5 +2×5 +4×5 =111 . 

: فنجد( سفلهحسب الجدول أ) 6في النظام ذي الأساس  111لعدد نكتب ا
6

111 303. 

 6 6 6 المقسوم عليه 

 3 0 11 الحاصل 111

 0 3 0 الباقي 

 .(ب)الجواب الصحيح هو  -4

 1432 :     لدينا 
2011

1 
2011

 3     1432منه 
2011

1 
 
 3     و  منه

 1432باقي قسمة 
 . 1هو  0على  2011

 .(جـ)الجواب الصحيح هو  -5

  a +  b = 1  :بحيث و     يوجد عددان صحيحان : أولىطريقة   

   حيث n + 1 =    و = n ( n + 2 ). 
 1: أوليان فيما بينهما ، أي أن   b و   aفحسب مبرهنة بيزو ، العددان 

=pgcd(a,b)          . 
 -  aيقسم  dفإن  bو   aالقاسم المشترك للعددين  dإذا كان : ةطريقة ثاني

2 b  1ومنه  1و يقسم فه   =d . 
 : حل التمرين الثاني 

 :الجزء الأول 

)(0162 23 Ezz . 

 : (E)حل للمعادلة  2تبيين أن  -أ-(1

3: لدينا  2(2) 2(2) 16 8 8 16 0     . 

:  لدينا:  c،b،aالأعداد الحقيقية  إيجاد -ب    

2 3 2(z 2)(az bz c az (b 2a)z (c 2b)z 2c        . 

 
 

: بقة نجد بالمطا

a 1

b 2a 2

c 2b 0

2c 16




 


 
  

منه 

a 1

b 4

c 8





 

 

 :    على الشكلين الجبري و الأسي (E)كتابة حلول المعادلة -جـ

z: تكافئ (E)المعادلة    2   أو
2z 4z 8 0   . 

معادلة ال
2z 4z 8 0   مميزها :

2 24 4(8) 16 (4i)       لها

 :حيث z2و    z1حلان مترافقان 

1 2

4 4i 4 4i
z 2 2i ;z 2 2i

2 2

   
        . 

 (.على الشكل الجبري) 2i  ;-2+2i-2-; 2  :هي(E)حلول المعادلة 

: لدينا
2 2(2) (2) 8 2 2  . 

: عدد حقيقي موجب تماما فإن 2ا أن بم
i(0) i(2 )2 2e 2e  . 

: يمكن أن نكتب

1

5i( ) i( )2 2 2 2 4 4z 2 2i 2 2( i) 2 2( i) 2 2e 2 2e
2 22 2 2 2

    
        

. 
              

2

3i( ) i( )2 2 2 2 4 4z 2 2i 2 2( i) 2 2( i) 2 2e 2 2e
2 22 2 2 2

  
        

 
 :الجزء الثاني

izA :ذات اللواحق A ،B ،D: النقاطتعليم  (1 22 ،

2Bz ،izD 22: 

 

متوازي أضلاع، تعليم  ABCDحيث  Cللنقطة  Czحساب اللاحقة ( 2

 :Cالنقطة 

ABCD  متوازي أضلاع  معناه :DC AB  حيث :AB(4;2)   و منه

 :Cx 2 4   وCy 2 2 ومنه ،:C(2;4). 

Cz: إذن  2 4i . 

 :على الترتيب E ،F: لاحقتي النقطتين Ez ،Fz: حساب–أ ( 0

E: لدينا B C B

i( )
2z Z e (z z ) i(4i) 4


      منه :

E Bz Z 4 6  . 

F:  ولدينا D C D

i( )
2z Z e (z z ) i(4 2i) 2 4i



        منه: 

F Dz Z 2 4i 4 6i     . 

 
 : E ،F: تعليم النقطتين –ب 

i: أنالتحقق  –أ ( 4
zz

zz

AE

AF 



: 

: لدينا

F A

E A

z z ( 4 6i) ( 2 2i) 2 8i i(2i 8)
i

z z (6) ( 2 2i) 8 2i (8 2i)

        
   

     . 



 
 : AEFاستنتاج طبيعة المثلث  –ب 

i:   بما أن
zz

zz

AE

AF 



(AE;AF): فإن   2k ;k Z F AEAَو

2


    . 

 .الساقين  قايسو مت Aي قائم ف ABCالمثلث : إذن
سم الشكل حسب معطيات هذا نعتذر لكم عن عدم تمكننا من ر: ملاحظة
 .التمرين

 
 :حل التمرين الثالث 

 :ء الأولالجز 0;D     و
2( ) 1 lng x x x   

 :  و عند  3على يمين  gإيجاد نهايتي الدالة   -أ -1

x)2: بما أن +1)=1lim

0

x

) و    ln )lim
>

x 0

  



x   فإن :

( )lim

0

 



g x

x

 

: يمكن أن نكتب 
2

2

1 1 ln
( ) (1 )

x
g x x

x x x
    و بما أن :

2

ln 1 1
0lim lim lim

x + x + x +
  

     

x

x x x
  

g(x)=+lim :فإن 
x +


 

  

 : ثم تشكيل جدول تغيراتها  gدراسة اتجاه تغير الدالة  -2
21 2 1

'( ) 2
x

g x x
x x


   . إشارة'( )g x علىD   من إشارة

22 1x   .
22 1 0x   معناه :

2 2
و أ

2 2
x x


 

. 

 

 

 
 

 
 
 

 

متناقصة تماما على المجال  gلدالة ا 
2

0;
2

 
 
 

و متزايدة تماما  

2على المجال 
;

2

 
 

 

حيث 
2 3 1

( ) ln 2 1.85
2 2 2

g   . 

 :g استنتاج إشارة الدالة -0

حداثيين ية محلية صغرى عند النقطة ذات الإقيمة حدgللدالة 

2 3 1
( ; ln 2)

2 2 2
  و بما أن

2
( 0

2
g  فإن الدالةg  موجبة

0           
2

2    
  

 
 

 

 

x  

- 3 +  '( )g x 

    
 

2

2
g
 
  
 

 

( )g x 

        
2

2
                2

2

                                  
x 

      +            0            -             0          +    

 

22 1x  

 .تماما

 :الجزء الثاني 0;D    و 
1 ln( )

( )
2

x
f x x

x
   ،

( )C  تمثيلها البياني( ; ; )O i j  حيثi 2cm  . 

 :3و على يمين  عند  fإيجاد نهايتي الدالة  -أ -1

: بما أن
1 1

(x+ )=lim
2 2>

x 0

و 
lnx

( )=-lim
x>

x 0





: فإن     

f(x)=-lim
>

x 0





  

)حامل محور التراتيب هو مستقيم مقارب للمنحني  )C. 

: بما أن
1

(x+ )=+lim
2

x +



 

و  
lnx

( )=0lim
xx + 

: فإن   

( )lim

x

 



f x 

) متبيين أن المستقي -ب  ) ذا المعادلة :
1

2
y x     مقارب مائل

)للمنحني  )C: 

                
1 ln(x)

[f(x)-(x+ )]= =0lim lim
2 x

x + x +   

و     

 .هو المطلوب 

)اسة الوضع النسبي للمنحني در-جـ   )C إلى لنسبةبا( ): 

إشارة 
1

( ) ( )
2

f x x   من إشارةln x . 

1x من أجل   فإن :ln 0x   و( )C  يقطع( )  في النقطة

: ذات الإحداثيين 
3

(1; )
2

 . 

1x من أجل  فإن  :ln 0x   و( )C  يقع تماما فوق( )  

. 
 

0 من أجل 1x  فإن :ln 0x   و( )C  يقع تماما تحت( )  

. 
 

:    Dينتمي إلى  xأنه من أجل كل التحقق -أ-2

2

( )
'( )

g x
f x

x
: 

                               

2

2 2 2 2

1
( )( ) (1)(ln )

1 ln 1 ln ( )
'( ) 1 1

x x
x x x g xxf x

x x x x


  

     

 . 

على مجموعة تعريفها ، ثم تشكيل  fاستنتاج اتجاه تغير الدالة  –ب 
 :جدول تغيراتها 

و منه  Dتماما على موجبة  f'فإن Dموجبة تماما على  gبما أن 

 :f  متزايدة تماما علىD و جدول تغيراتها هو: 
 
 
 
 
  

0   x 



  
 

  

 f x

 

)كتابة معادلة ديكارتية للمستقيم  -جـ  )T  الذي يمس المنحني( )C 

عند النقطة 
3

(1; )
2

A  : معادلة( )T  هي :

'(1)( 1) (1)y f x f    3حيث
(1)

2
f   و

2

2

1 1 ln1
'(1) 2

1
f

 
   منه :

3
2( 1)

2
y x    و منه :

1
( ) : 2

2
T y x  . 

): إثبات أن المعادلة-0 ) 0f x   حلا وحيدا تقبل في المجال

1
;1

2

 
 
 

: 

3: لدينا
(1)

2
f   1و 1 1 ln 2

( ) 1 2ln 2 0.39
12 2 2

( )
2

f


       

. 

مستمرة و رتيبة تماما على المجال  fالدالة 
1

;1
2

 
 
 

و  

1
( ) (1) 0
2

f f   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ، يوجد عدد حقيقي ،

1مي إلى المجال ينت وحيد 
;1

2

 
 
 

): بحيث    ) 0f   . 

)رسم المنحني  -4 )C والمستقيمين( )  و( )T(   : في الصفحة

                                                                                                                                                                                                                                                                (                                               الأخيرة
 

:    Dينتمي إلى  xنضع من أجل : الجزء الثالث 

2 21 1 1
( ) (ln )

2 2 2
h x x x x   

)'حساب -1 )h xالاستنتاج ، : 

1 1 1 1 ln
'( ) (2)(ln )( ) ( )

2 2 2

x
h x x x x f x

x x
       .

 .Dعلى المجال  fالةدالة أصلية للدهي hالدالةنستنتج أن 

)المحدد بالمنحني إيجاد مساحة الحيز المستوي -2 )C  و بالمستقيمات

1: التي معادلاتها ; ; 0x x e y   : 

  2

1

1

( ) 4 ( ) 4[ ( ) (1)]

e
e

S f x dx h x h e h cm   

h(1): حيث    1  و
2e e 1

h(e)
2

 
. 

: إذن 
2

2 2e e 1
S 4 2e 2e 2 18.21 cm

2

 
      . 

 
 

 :حل التمرين الرابع 
 

 :متعامدان  (R)و  (P)تبيين أن المستويين  -أ-1

n(-2;1;5) وn'(1;2;0)  للمستويين شعاعان نظميان(P)  و(R) 

nعلى الترتيب و  .n'=(-2)(1)+(1)(2)+(5)(0)=0 . 

 : (D)هو المستقيم (R)و  (P)البرهان أن تقاطع المستويين  -ب  

 : ىطريقة أول

متعامدان فإنهما متقاطعان وفق  (R)و  (P)المستويين  بما أن

، يكفي أن تتحقق الشروط (D)كي يكون هذا المستقيم هو . مستقيم 

 :   التالية

C (P)      وC (R)     وu.n 0     وu.n ' 0  . 

): لدينا 1) 2(4) 7 0    منه :C (R). 

: و لدينا

n.BC ( 2)( 2) (1)(6) (5)( 2) 0       

C: منه (P). 

u.n: و لدينا (2)( 2) ( 1)(1) (1)(5) 0       و

u.n ' (2)(1) ( 1)(2) (1)(0) 0    . 

 : طريقة ثانية

 (D)ثم تمثيلا وسيطيا للمستقيم  (P)نكتب معادلة ديكارتية للمستوي 

. 

2x:  على الشكل (P)معادلة  y 5z 0       و(P)   يشمل

(1)2: و منه  B(1;-2;1)النقطة  ( 2) 5(1) 0      

1: و منه      و منه :(P) : 2x y 5z 0     

 :  يتعين بالجملة التالية  (D)المستقيم  

 

    
2x y 5z 1 0...(1)

x 2y 7 0...(2)

    


  

 

x: نجد( 2)من 2y 7  نجد( 1)التعويض في ، وب :

(4y 14) y 5z 1 0    5: ، و منهy 5z 15 0   

y:  و منه  z 3 0     ومنه ، :z y 3   . 

: إذن
x 2y 7

(D) : y y

z y 3

  



   

y: ، و بوضع m  نجد :

x 2m 7

(D) : y m

z m 3

 


 
  

 

;u(2نلاحظ أن 1;1) شعاع توجيه للمستقيم D يشمل النقطة الذي

C(-1;4;-1) الموافقة لـ و :m 4. 
 

 : ةطريقة ثالث



-)Cيشملان المستقيم المار من (R)و  (P)نتحقق أن المستويين 

;u(2و يوازي (1-;4;1 1;1). 

: الجملة
x 2 1

y 4

z 1

  


  
   

 C(-1;4;-1)هي تمثيل وسيطي للمستقيم المار من  

;u(2و يوازي 1;1) حيث ،. 

2)2: نلاحظ أن 1) ( 4) 5( 1) 1 0           و

(2 1) 2( 4) 7 0     و هو المطلوب                                                 . 

  و A(5;-2;-1)    النقطة المسافات بين 1d ،d2  ، d3حساب   -جـ 
(P ) ،(R ) ،(D ) على الترتيب : 

1
2 2 2

| 2(5) ( 2) 5( 1) 1| 18 18 30 3 30
d 3.286

30 530( 2) (1) (5)

     
    

  

 

2
2 2 2

| (5) 2( 2) 7 | 6 6 5
d 2.683

55(1) (2) (0)

  
   

 

 

2 2

3 1 2d (d ) (d ) 18 3 2 3.242     

 

AM: إثبات أن -أ-2 (t)  : 

2:    لدينا  2 2AM [(1 2t) 5] [(3 t) ( 2)] [t ( 1)]           منه :

2 2 2AM (2t 4) (5 t) (t 1)      

2: و منه   2 2AM 4t 16t 16 25 10t t t 2t 1          و منه :

2AM 6t 24t 42     و هو المطلوب. 

 

 : (t)'حساب  -ب

2 2

12t 24 6t 12
'(t)

2 6t 24t 42 6t 24t 42

 
  

   

                                                     

 

، تفسير هندسي للقيمة الحدية  تشكيل جدول تغيرات الدالة -جـ

 :الصغرى للدالة 

                                                      

            2               x 

                           
                

18 

 

 x

 
 

 

قيمة حدية محلية صغرى هي  للدالة 

(2) 18 3 2 3.242    المسافة بين النقطةوتمثل  A(5;-

 ( .D)المستقيم و1-;2

على   Aالمسقط العمودي للنقطة    Hاستنتاج إحداثيي النقطة-د
 :  (D)المستقيم

و    t= 2عندما  M( 1+2 t ; 3-t ; t )هي موضع النقطة  Hالنقطة

 .H(5;1;1): منه

 :حل التمرين الخامس 
: n عدد طبيعي غير معدوم ه من أجل كلأنالبرهان بالتراجع  -1

1+5+9+…+(4n-3)=2n
2
-n  

(1)2=1: فإن المساواة n=1من أجل 
2
 .ققةمح (1)-

2n=(4n-3)+…+9+5+1اواة نفرض صحة المس
2
-n  ونبين صحة ،

 المساواة

                    =2(n+1)
2
-(n+1)  [4(n+1)-3]1+5+9+…+(4n-

3)+  . 
2n=(4n+1)+(4n-3)+…+9+5+1: أي نبين أن

2
+3n+1 . 

                                                                                         
5+9+…+(4n1+- =(4n+1)+(4n3)+…+9+5+1-، بالفعل 

+3n+1
2

+(4n+1)= 2nn-
2

2n+(4n+1)= 3). 

 nبدلالة  unلهذه المتتالية ثم  كتابة  u1و الحد الأول  rإيجاد الأساس -2  

 : 

:   لدينا 
u +u =18

2 4

u +u +u +u =132
6 8 10 12





 

: يمكن أن نكتب 

.u u r; u u 3r; u u 5r; u u 7r; u u 9r; u u 11r2 1 4 1 6 1 8 1 10 1 12 1           

 

: بالتعويض في الجملة أعلاه نجد 
1

1

2u =18

4u =132

+4r

+32r





منه 

1

1

u =9...(1)

u =33...(2)

+2r

+8r





 

6rنجد ( 2)من ( 1)بطرح 24  منهr 4  . ( 1)و بالتعويض في

نجد 
1u 9 2r 1  . 

: لدينا 
n 1u u (n 1)r 1 4(n 1) 4n 3        . 

 : nبدلالة  Snالتعبير عن  -0
: ولىطريقة أ

2

n 1 2 3 nS u u u ... u 1 5 9 ... (4n 3) 2n n            

. 
: طريقة ثانية

2

n 1 2 3 n 1 n

n n n(4n 2)
S u u u ... u (u u ) (1 4n 3) n(2n 1) 2n n

2 2 2


              

. 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 :حل الموضوع الثاني 
 :التمرين الأول حل
7دراسة بواقي القسمة الإقليدية للعدد  -1

 n  9على  : 

 1  0[ 9]و      4  2 7[ 9]   و 7  1 7[ 9]و     1  3 7[ 9: ]لدينا 
7. 

  7[ 9]فإن  +1n=3kو من أجل     1  3k 7[ 9]فإن  n=3kمن أجل 
3k+1 7  من أجل وn=3k+2  [ 9]فإن4  3k+2 7 . 

 : nقيم تعيين  -2

16
3n

+16
n
 0 5 - 3[ 9]: معناه   9يقبل  القسمة على   5-

16
3n

+16
n [ 9:  ]منه0  5  - n

   7 4[9]: منه  +71
n منه :

n=3k+2  حيثk عدد طبيعي . 
7إثبات أن العدد -0

 n
 +3 n +8  نبين أن:     9من مضاعفات العدد  :

[9] 0  7
 n
 +3 n +8. 

 طريقة ثالثة طريقة ثانية  طريقة أولى

3k+

2 

3k+

1 

3k  قيمةn 1 7 6 5 4 0 2 1 3 باقي قسمةnيمكن  9على
استعمال 
البرهان 
 بالتراجع

على )
 (مرتين

9k+

6 

9k+

3 

9k  3قيمةn 

7 باقي قسمة 1 7 4
n   3باقي قسمة 3 0 6 3 0 6 3 0 6 9علىn9على 

7باقي قسمة  1 7 4 1 7 4 1 7 4 9على  3nباقي قسمة 3 0 6
n 9على 

3n  +7باقي قسمة 1 1 1
n  3باقي قسمة 1 1 1 1 1 1 1 1 1 9علىn  +7

n  9على 

 9على  3n+8  +7nباقي قسمة 3 3 3 3 3 3 3 3 3 9 على 3n+8  +7nباقي قسمة 3 3 3
 

 : حل التمرين الثاني 
 

، التمرين يحتوي على أربعة أسئلة، و لكل سؤال ثلاثة أجوبة مقترحة
 .في المكان المناسب، و دون تبرير( x)المطلوب وضع العلامة 

 خطأ صح الإجابات المقترحة نص السؤال رقم السؤال

 ، nو من أجل كل عدد طبيعي  يقي من أجل كل عدد حق 1

العدد  

i n(e )
 :يساوي 

ine 

 


 

 

cos( ) isin( )n n  
****

** 

 
 

cos(n ) isin(n )   
 

 

Z :يساوي Zالقسم التخيلي  للعدد المركب  2 Z

2


 

 
 

Z Z

2


 

 
 

Z Z

2i


 

 

 

0 Z  عدد مركب قسمه x الحقيقي و قسمه التخيليy . 
 :تخيليا صرفا فإن Zإذا كان 

2| z | y 
 

 

2| z | y   
 

2| z | z  
 

 

 .على الترتيب C;B;Aلواحق النقطc;b;aالمركبة الأعداد  4

من أجل 
b a

i 3
c a





 : فإن

   

BC 2AC 
 

 

2CA.CB =CA 


 

 

π( AB ;AC ) = +2 π k /(k Z)
2

 


 

 

 
 

 
 :حل التمرين الثالث 

  :لدينا   x

1 2
f x 1 x

2 e 1
  


Dو  IR  و C   تمثيلها

البياني في معلم متعامد ومتجانس jiO


,,  . 

:التحقق من أن -1
1

1
1

1

1




 xx ee
لكل  

xمنIR أن الدالة واستنتاجfفردية: 

 :لدينا

x x x

x x x x x x

1 1 e e 1 e 1 1
1

e 1 e 1 e 1 e 1 e e 1 

 
     

    
  

أو  

x x x x

x x x x x x

1 e 1 1 e e e 1
1

e 1 e 1 e 1 e 1 e e 1



 

 
     

    
 

xمن أجل  IR  ،x IR   و

x x x x

1 1 1 1
f ( x) f (x) 2 2( ) 2 2[(1 ) ] 2 2(1) 0

e 1 e 1 e 1 e 1
           

   
 

 .و هو المطلوب  

حساب -2 xf
x 
lim و 

x
lim f x


: 

:  بما أن
x

1
lim (1 x)

2
       و

xx

2
lim ( ) 0

e 1



فإن  

 :
x
lim f (x)


   منه :
x
lim f (x)


 . 

 :تبيين أن -أ -0 
2

1

1

2

1














x

x

e

e
xf 

 
x x 2 x 2x x x 2x x x 2 x

2

x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x

1 e (e 1) 4e e 2e 1 4e e 2e 1 (e 1) 1 e 1
f x 2[ ] ( )

2 2(e 1) 2(e 1) 2(e 1) 2(e 1) 2(e 1) e 1

              
        

     

. 

 :fإعطاء جدول تغيرات الدالة -ب

          +     3              - x 

                                       + 

                    3                                            

- 

f(x) 

تحديد الوضع النسبي للمنحني -جـ C بالنسبة إلى  المستقيم D 

xy: الذي معادلته 
2

1
1: 

: لدينا  
x

1 2
f x 1 x 0

2 e 1

 
    

 
: منه   C يقع



تحت  D . 

أن المستقيم  تبيين-أ-(  4     D مقارب مائل  للمنحني C  عند

 : 

:  لدينا 
xx x

1 2
lim f x 1 x lim 0

2 e 1 

   
     

  
 .و هو المطلوب  

إنشاء -ب                  C و D : 

 

حساب مشتقة العبارة     -أ (  5   1ln  xex  من أجل كل

xمنIR ثم استنتاج دالة أصلية للدالة
1

1

xe
x علىIR : 

: لدينا 
x x x

x

x x x

e e 1 e 1
[x ln e 1 ]' 1

e 1 e 1 e 1

 
     

  
: منه . 

 xx x ln e 1 دالة أصلية للدالة
1

1

xe
x علىIR  . 

حساب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني -ب   

 Cوالمستقيم D1: همااو بالمستقيمين اللذين معادلتx ،

0x: 

 : هذه المساحة فإن Sإذا كانت 

 
0 0 0

x 0

1x x

1 1 1

1 2 1
S [(1 x) f (x)]dx dx 2 dx 2[x ln e 1 ] 1.24u.a

2 1 e 1 e


  

        
   

. 

 :حل التمرين الرابع

(P) : 2x y 2z 4 0      ،A(3;2;6)   ،B(1;2;4)  ،

C(4; 2;5) . 

 :قائم ABCالتحقق أن المثلث  –أ  -1

 : طريقة أولى

)AB:  لدينا  2;0; 2)  وAC(1; 4; 1)   وBC(3; 4;1). 

AB.AC: منه  ( 2)(1) (0)( 4) ( 2)( 1) 0         و هو

 .المطلوب 
 

: ةطريقة ثاني
2AB 4 0 4 8       و

2AC 1 16 1 18     و
2BC 9 16 1 26    

: نلاحظ أن 
2 2 2AB AC BC   و حسب مبرهنة فيثاغورث فإن

 . Aقائم في  ABCالمثلث 

 :(P)تعين المستوي  Cو   Bو   Aتبيين أن النقط  -ب  

نتحقق . تعين مستويا Cو  B و Aمثلث فإن النقط  ABCبما أن 

 .Cو   Bو   Aيشمل النقط  (P)أن المستوي 

(3)2، بالفعل (2) 2(6) 4 0     و

2(1) (2) 2(4) 4 0     (4)2و ( 2) 2(5) 4 0    . 

 

)كتابة جملة معادلات وسيطية للمسقيم -جـ   )   المار بالنقطةO  و

 :(P)المستوي العمودي على 

)المستقيم  )  يشملO  و يوازيn(2;1; 2)  الشعاع النظم

 . (P)للمستوي 

)إذن الجملة التالية هي تمثيل وسيطي للمستقيم  )            :

x 2t

y t

z 2t





  

tو     IR  . 

 : OLحساب الطول -أ -2

 OL يمثل بعد النقطةO عن المستوي(P) .منه  :

2 2 2

2(0) (0) 2(0) 4 || 4
OL

3(2) (1) ( 2)

  
 

  
 . 

 : ABCOحجم رباعي الوجوه  Vإيجاد -ب    

القائم في  ABCقاعدته المثلث ABCOحجم رباعي الوجوه 

A مساحتها
AB AC

2


 .[OL]و ارتفاعه  

: لدينا
1 AB AC

V ( ) OL
3 2


  منه :

1 2 2 3 2 4
V ( )

3 2 3


  و منه :

8
V

3
. 

 

 : Eو  Gإحداثيات النقطتين  إيجاد-أ - 0

A:لدينا B C O
G

(3) (1) (4) 3(0) 4

6 3

x x x 3x
x

1 1 1 3

  


  
 

  
و

G

(2) (2) ( 2) 3(0) 1

6 3
y

   
 و

G

(6) (4) (5) 3(0) 5

6 2
z

  
. 

 :و لدينا

A B C
E

(3) (1) (4) 8

3 3

x x x
x

3

 


 
 و

E

(2) (2) ( 2) 2

3 3
y

  
 و

E

(6) (4) (5)

3
z 5

 
. 

: إذن
4 1 5

G( ; ; )
3 3 2

و  
8 2

E( ; ;5)
3 3

. 

 :[OE]منتصف  Gأن التأكد-ب   

هي مرجح الجملة  Gصية التجميع فإن احسب خ: طريقة أولى

(E;3);(O;3)  منهG  منتصف[OE]. 

OEنلاحظ: طريقة أخرى 2OG . 

:                      (P)المستوي  و Gالنقطة  المسافة بين dتحديد -جـ

: لدينا 
2 2 2

4 1 5
| 2( ) ( ) 2( ) 4 |

23 3 2d
3(2) (1) ( 2)

  

 
  

 . 

)أن إثبات -أ -4 ) سطح كرة، تعيين مركزها و نصف قطرها: 

|| AM BM CM 3OM || 6    معناه :|| 6GM || 6 منه :



GM 1. 

):  إذن )  سطح كرة مركزهاG و نصف قطرهاR 1 

)النقط المشتركة بين  مجموعة -ب   )  و(P) : المسافة بينبما أن 

G مركز الكرة التي سطحها( ) المستوي  و(P)  أصغر تماما من

d)نصف قطرها  R) فإن( )  و(P) متقاطعان في دائرة. 

 :حل التمرين الخامس 

البرهان بالتراجع أن المتتالية -1 nt ثابتة على N: 

nمن أجل  0  لدينا :
0 0 0t 3u 8v 99   . 

: نفرض أن
nt 99 ن أنو نبي :

n 1t 99 . 

: لدينا

n 1 n 1 n 1 n n n n n n nt 3u 8v (u 2v ) (2u 6v ) 3u 8v t 99           

. 
 

تبيين أن -2 nW  متتالية هندسية ، ثم كتابة
nw بدلالةn   : 

: لدينا

n n n n n n n n n n
n 1 n 1 n 1 n

u 3v u 2v 3u 9v 4u 8v v u 1
w v u w

4 3 12 12 12
  

     
      

. 

: منه  nWأساسها  هندسية متتالية
1

q
12

  و حدها الأول

0 0 0w v u 11  . منه :

n n

n 0

1
w w q 11 ( )

12
   . 

التحقق أن -0 nU    متزايدة   و nV  متناقصة: 

u 2v 2v 2u 2 u 3v u v 1n n n n n n n n
u u u w 0 wvvv0وn n n n n nn 1 n 1

3 3 3 4 4 4

    
            

. 
 :يجاد نهاية كل متتاليةإ-4

بما أن  nt متتالية ثابتة علىN  فإن نهايتها هي
0t و منه :

n
n

99lim t


. 

بما أن  nW متتالية هندسية أساسها ينتمي إلى المجال 1;1 فإن

nأي  3نهايتها هي 
n

0lim w


. 

: لدينا
n n n n n n.t 3u 8v ;w v u     فإذا رمزنا بـ :a 

لنهايتي المتتاليتين  bو  nUو nV الترتيب فإن على : 

 

n n n
n n

n n n
n n

lim (v u ) lim t

lim (u 3v ) lim w

 

 

 



 


: منه 
0

3 8 99

(b a)

( a b)

 

 






: و منه  

a b 9 . أي :n n
n n

9lim limu u
 

 . 

المتتاليتان : استخلاص -5 nU   و nV  إحداهما متزايدة و

 . صة و لهما نفس النهاية ، فهما متجاورتان الأخرى متناق
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


