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 الأوّلالموضوع                                          
 نقاط 44 :التمزين الأوّل

 الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 مستقٌمان من الفضاء معرّفان بتمثٌلٌهما الوسٌطٌٌن التالٌٌن: و  

ٌّن إحداثٌات النقطة  (أ (1  .و  تقاطع المستقٌمٌن  ع

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي  (ب   ٌّن بالمستقٌمٌ ع  .و  ن المع

 .لا تنتمً للمستوي  أثبت أنّ النقطة  (أ (2

ٌّن أنّ النقطة  (ب    .على المستوي  هً المسقط العمودي للنقطة  ب

ٌّن معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (أ (3  شعاع ناظمً له. و  الذي ٌشمل النقطة  ع

ٌّن إحداثٌات  (ب    ٌب.على الترت و  مع كل من  نقطتً تقاطع  و  ع

ٌّن طبٌعة المثلث  (أ (4  .، ثمّ احسب حجم رباعً الوجوه ع

 .استنتج مساحة المثلث  (ب  

 نقاط 44التمزين الثاني 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ,O u v. 

Azنقطة لاحقتها:  Aلتكن   i  وB   لاحقتها
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وزاوٌته  Oالذي مركزه  rلٌكن الدوران  (1
2

3


 .rبواسطة  Bصورة  C، نسمً 

ٌّن    rاعط الكتابة المركبة لـ أ ـ      .Cــ الشكل الأسًّ ــ  لاحقة  Czثم ع

 لشكل الجبري.على ا Czو  Bzاكتب كلا من  ب ـ    

  .Cو A،Bعلم النقط  جـ ـ    

 .2و  1،  2الترتٌب بالمعاملات المرفقة على  Cو A،Bمرجح النقط   Dلتكن (2

ٌّن  أ ـ      Dلاحقة  Dzع

ٌّن أنّ  ب ـ      تنتمً إلى نفس الدائرة. Dو A،B،Cب

 .Hبالتحاكً  Dصورة  Eنسمً  2ونسبته  Aالتحاكً الذي مركزه  Hلٌكن (3

ٌّن  Hأعط الكتابة المركبة لـ  ـ     . E، ثمّ علم Eلاحقة  Ezثمّ ع

Dاحسب النسبة  أ ـ (4 C

E C

z z

z z




 ، تعطى الكتابة على الشكل الأسًّ. 

 CDEتنتج طبٌعة المثلث اس ب ـ    
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 نقاط 46 :التمزين الثالث

كما ٌلً:  المعرفة على  fنعتبر الدّالة  
2
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 fC  المنحنى الممثل للدالةf فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

احسب  .1   f x f x  ًمن أجل كل عدد حقٌقx  ثم استنتج أنّ النقطة 0;1  مركز تناظر للمنحنى fC. 

. أـ احسب 2 lim
x

f x


ثمّ استنتج    lim
x

f x


. 

 ، ثمّ شكل جدول تغٌراتها.fب ـ ادرس اتجاه تغٌر الدالة     

ٌّن أنّ المستقٌم ذا المعادلة 3 y. أ ـ ب x  مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

ب ـ احسب        lim 2
x

f x x


 .ثمّ فسّر النتٌجة بٌانٌا ، 

ٌّن أنّ المعادلة 4 . أ ـ ب  0f x   تقبل حلا وحٌدا  1,7بحٌث 1,6   . 

ٌكون العدد  kمن أجل أي قٌمة للعدد الحقٌقً ب ـ       حلا للمعادلة f x k. 

. ارسم 5 fC .ومستقٌمٌه المقاربٌن 

 نقاط 46التمزين الزابع: 

I كما ٌلً:  لمجال المعرّفة على ا لتكن الدالة العددٌة   ـ  

ٌّرات الدالة       .واحسب  ادرس تغ

 .، من  استنتج انّه من أجل كل     

II كما ٌلً:  دالة عددٌة معرّفة على المجال   ـ 

 .تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  و      

  .و  احسب  أ ـ  

ٌّن أنّ  ب ـ     المنحنى  ب
 

 .مقاربا مائلا له عند    ذا المعادلة ٌقبل المستقٌم 

حدّد وضعٌة المنحنى  جـ ـ    
 

 .بالنسبة إلى المستقٌم 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً أ ـ    : من المجال   ب

ٌّر الدالة ب ـ      ٌّراتها. استنتج اتجاه تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّه ٌوجد  أ ـ   .، مواز للمستقٌم للمنحنى  مماس وحٌد ب

  .اكتب معادلة  ب ـ    

ٌّن أنّ المنحنى  جـ ـ     ب
 

  حٌث  ٌقطع حامل محور الفواصل فً نقطة فاصلتها 

 .والمنحنى  و  أنشئ المستقٌمٌن  د ـ    

ٌّم العدد الحقٌقً هـ ـ      .، عدد حلول المعادلة :  ناقش بٌانٌا، حسب ق
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 :الأول موضوعال حل                                                   
 

 التمرٌن الأوّل:

 .و  تقاطع المستقٌمٌن  تعٌٌن إحداثٌات النقطة  (أ (1

  نجد  فً  بالتعوٌض عن   نجد  من  نحل الجملة  

 ومنه 

 على الترتٌب نجد  و  فً التمثٌلٌن الوسٌطٌٌن لـ  و  بتعوٌض 

 . طة ٌتقاطعان فً النق و  إذن المستقٌمان   و       

 .و  الذي ٌشمل المستقٌمٌن  تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي  (ب

 .وهما أساس للمستوي  شعاع توجٌه للمستقٌم  و  شعاع توجٌه للمستقٌم  

 نقطة من الفضاء. لتكن 

  .و  معناه  

                                                                                                                                 t'و  t : أخذنا نفس الوسٌطٌنملاحظة   أي  ومنه  

 التمثٌل الوسٌطً للمستويفً  P  

                             .Bأخذنا نقطة التقاطع لأننا                                                                                            

 .لا تنتمً للمستوي  إثبات أنّ النقطة  (أ (2

 إذن  تنتمً للمستوي  نفرض أنّ 

 تناقض   ومنه   نجد  و  بالتعوٌض فً   نجد   من 

 .لا تنتمً للمستوي  إذن 

 .على المستوي  لمسقط العمودي للنقطة هً ا تبٌٌن أنّ النقطة  (ب

 إذا وفقط إذا كان: على المستوي  هً المسقط العمودي للنقطة  تكون 

 شعاع ناظمً للمستوي  و  

 و  و  لدٌنا 

 هً   فإنّ  وبما أنّ  شعاع ناظمً للمستوي  بالتالً  و  وهذا ٌعنً أنّ 
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 . على المستوي المسقط العمودي للنقطة 

 شعاع ناظمً له. و  الذي ٌشمل النقطة  تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (أ (3

 فإنّ   وبما أنّ  من الشكل  معادلة المستوي 

 .هً  وعلٌه معادلة المستوي  ومنه 

 على الترتٌب. و  مع كل من  نقطتً تقاطع  و  تعٌٌن إحداثٌات  (ب

 .مع  ع نقطة تقاط  تعٌٌن إحداثٌات 

 أي  ومنه  وعلٌه  نحل الجملة  

 .إذن 

 .مع  نقطة تقاطع  تعٌٌن إحداثٌات 

 أي  ومنه  وعلٌه   نحل الجملة 

 .إذن 

 .تعٌٌن طبٌعة المثلث  (أ (4

 ومنه  

 ومنه   

 ومنه  

 .قائم فً  إذن المثلث  ومنه 

 متعامدان  و لمستقٌمان ومنه ا  وهذا ٌعنً أنّ   لدٌنا  :2طرٌقة 

 .قائم فً  فإنّ المثلث  و  وبما أنّ  ومتقاطعان فً النقطة 

 .حساب حجم رباعً الوجوه  

 الارتفاع. مساحة القاعدة    حجم رباعي الوجوه يعطى كما يلي :تذكّز

 ( والمستوي  هً المسافة بٌن  )   

 ،   لدينا 

 .وعلٌه  

 .المثلث استنتاج مساحة  (ب

 .لأنّ       لدٌنا
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 ولدٌنا    ومنه 

 .وعلٌه  

 
 التمرٌن الثانً:

 لاحقتها   و  نقطة لاحقتها:  لتكن 

 .بواسطة  صورة  ، نسمً وزاوٌته  الذي مركزه  لٌكن الدوران  (1

    أ ـ اعطاء الكتابة المركبة لـ

 على الترتٌب  و  نقطتان من المستوي لاحقٌهما  و  لتكن 

 .أي   معناه  

 .ــ الشكل الأسًّ ــ  لاحقة  تعٌٌن 

 .وعلٌه  أي  ٌكافئ  

 على الشكل الجبري. و  ب ـ كتابة كلا من 

 . أي 

 . أي 

 .و ،جـ ـ انشاء النقط 

 .و  ،  المرفقة على الترتٌب بالمعاملات  و ،مرجح النقط   لتكن (2

 لاحقة  أ ـ تعٌٌن 

  وعلٌه  

 تنتمً إلى نفس الدائرة. و ،،ب ـ تبٌٌن أنّ 

 تنتمً  و ،،بالتالً   وهذا ٌعنً أنّ  

 أي الدائرة المثلثٌة. ونصف قطرها   إلى نفس الدائرة التً مركزها

 .بالتحاكً  صورة  نسمً  2ونسبته  التحاكً الذي مركزه  لٌكن (3

 .  الكتابة المركبة لـ

 أي  ومعناه   معناه     

 .لاحقة  تعٌٌن 

 .أي  ومنه  ٌكافئ  
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 .  أ ـ حساب النسبة  (4

 

      

                             

  وعلٌه

 .ب ـ استنتاج طبٌعة المثلث 

 و    وهذا ٌعنً أنّ  لدٌنا 

 متقاٌس الأضلاع  بالتالً المثلث  متساوي الساقٌن وإحدى زواٌاه  المثلث 

 التمرٌن الثالث:

كما ٌلً:  المعرفة على  fنعتبر الدّالة  
2

1x
f x x

e
 


 

 fC  المنحنى الممثل للدالةf معلم المتعامد والمتجانسفً المستوي المنسوب إلى ال ; ,O i j. 

. حساب 1   f x f x  . 

xلٌكن  : 

   
 

2 2 2 2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 1 11

x x x

x x x x x xx x

e e e
f x f x x x

e e e e e ee e
 


           

     
 

xلدٌنا من أجل كل    ّفإنx   ولدٌنا    2f x f x    معناه   2f x f x    أي

   2 0 2 1f x f x     النقطة  إذن 0;1  هً مركز تناظر للمنحنى fC. 

. أـ حساب 2 lim
x

f x


   

 
2

lim lim
1xx x

f x x
e 

   


 لأنّ   
2

lim 0
1xx e



lim و 

x
x


  

استنتاج  lim
x

f x


. 

لدٌنا    2f x f x     ومنه     lim lim 2 lim 2
x x t

f x f x f t
  

             

 . fب ـ دراسة اتجاه تغٌر الدالة

 
   

2

2 2

2 1
' 1

1 1

x x

x x

e e
f x

e e


  

 
x ،2لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  1 0xe    و 

2

1 0xe   

D C

E C

z z

z z





3 1 3 1
22 2 2 2

3 1 3 1 3
3

2 2 2 2

D C

E C

i i
z z i i

z z i
i i

  


  
 

  

 
  

2 32 2 2 3

43 3 3

i ii i

i i i

 
  

  

2 2 3 1 3

4 2 2

i
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i
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إذن  ' 0f x  وعلٌه الدّالة f  متزاٌدة تماما على. 

 .fالدّالة   تغٌراتجدول 

x      

 'f x          +         

 

 f x  

      
 
                                            
 

                             

y. أ ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم ذا المعادلة 3 x  مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

 
2

lim lim 0
1xx x

f x x
e 

  


 

yإذن المستقٌم ذا المعادلة  x مستقٌم مقارب مائل للمنحنى  fC  بجوار. 

ب ـ احسب    lim 2
x

f x x


  . 

   
2

lim 2 lim 2 2 2 0
1xx x

f x x
e 

      


 

 تفسٌر النتٌجة بٌانٌا.

بما أنّ    lim 2 0
x

f x x


    فإنّ المنحنى fC  2ٌقبل مستقٌم مقارب مائل معادلتهy x   بجوار. 

. أ ـ تبٌٌن أنّ المعادلة 4  0f x   تقبل حلا وحٌدا  1,7بحٌث 1,6   . 

 و بالخصوص على المجال  مستمرة على f لدٌنا الدالة 1,7; 1,6   و 1,7 0,008f     ،

 1,6 0,064f    

أي    1,7 1,6 0f f     ًومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد على الأقل عدد حقٌق  من المجال

 1,7; 1,6  

بحٌث   0f    وبما أنّ الدّالةf  فإنّ  متزاٌدة تماما على .وحٌد 

ٌكون العدد  kب ـ من أجل أي قٌمة للعدد الحقٌقً    حلا للمعادلة f x k. 

x، لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً    2f x f x      وخاصة    2f f      ومنه  2f    ّلأن

  0f   

إذن العدد    هو حل للمعادلة  2f x    2وعلٌهk . 

. رسم 5 fC .ومستقٌمٌه المقاربٌن 
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 التمرٌن الرابع:

I كما ٌلً:  المعرّفة على المجال  لتكن الدالة العددٌة   ـ  

رات الدالة  ةسادر  ٌّ   تغ

 عندئذ  و  لدٌنا 

 

 من نفس إشارة  هً ومنه إشارة  لدٌنا   

    1 0 x 

          +    0       

 

 .جدول تغٌرات الدالة 

 

 

 

 

 

 

 .، من  ستنتاج انّه من أجل كل ا   

وهً  المجالقٌمة حدٌة صغرى على  gللدّالة  1 3g  من المجال  من أجل كل عدد حقٌقً ومنه

 .وبالتالً  ، 

II كما ٌلً:  دالة عددٌة معرّفة على المجال   ـ 

 .ً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس تمثٌلها البٌانً ف و      

 .و  أ ـ حساب   

 فٌكون  لدٌنا 

g 0;   2 2 2lng x x x  

.1g

0

lim 2ln
x

x




 
2

0

lim 2 2
x

x




   2

0 0

lim lim 2 2ln
x x

g x x x
 

 

    

 
2 ln

lim lim 2
x x

x
g x x x

x x 

 
     

 

 
 22 12

' 2
x

g x x
x x


  0x  'g x2 1x 



2 1x 

 1 1 2 2ln1 3g    

g

.2x 0;  0g x 

 0;x

 0;  3g x   0g x 

f 0; 
2ln x

f x x
x

 

 fC ; ,O i j

.1 lim
x

f x


 
0

lim
x

f x




2ln
lim 0

x

x

x
 

2ln
lim lim

x x

x
f x x

x 
   

x                       1                    0  

         0  + 

 

 

                                              
 
  

             3                            



 'g x 

 g x
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  فٌكون  ولدٌنا 

ب ـ تبٌٌن أنّ المنحنى 
 

 .مقاربا مائلا له عند    ذا المعادلة ٌقبل المستقٌم 

 فً جوار  معادلته  له مستقٌم مقارب مائل  إذن المنحنى  

ٌة المنحنى جـ ـ تحدٌد وضع
 

 .بالنسبة إلى المستقٌم 

 .هً من نفس إشارة   إشارة ومنه ؛  لدٌنا 

 أي  ٌكافئ  

 وٌكافئ  ٌكافئ  

 وٌكافئ  ٌكافئ  

                         1         0 x 

    +     0        

  
فوق 

                 
   تحت  

ٌقطع                       
 

                      
   فً النقطة

 
 الوضعٌة النسبٌة

 : من المجال   أ ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً 
 

 

ٌّر الدالة  .  ب ـ استنتاج اتجاه تغ

متزاٌدة  وبالتالً الدالة   إذن  و  : من المجال   من أجل كل عدد حقٌقً

 .تماما على 

ٌّرات ا  .لدالة جدول تغ

x       0              

     +                     

 

 
    
                                   

 

 .، مواز للمستقٌمللمنحنى  أ ـ تبٌٌن أنّه ٌوجد مماس وحٌد  

 
 .ٌعنً  ٌوازي 

 أي  وٌكافئ  وٌكافئ  ٌكافئ   

0

2ln
lim

x

x

x


  
0 0

2ln
lim lim

x x

x
f x x

x 
 

   

 fC y x

 
2ln

lim lim 0
x x

x
f x x

x 
   fC y x

 fC 

 
2ln x

f x x
x

  f x xln x

  0f x x ln 0x 1x 

  0f x x ln 0x 1x 

  0f x x ln 0x 0 1x 



 f x x

 fC  fC 

 fC 

 1;1A

.2x 0; 
 

2
'

g x
f x

x


 
 2

2 2 2 2

1
. ln

2 2ln 2 2ln
' 1 2 1

x x g xx x xxf x
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x 0;  0g x 2 0x  ' 0f x f

 0;
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 'f x
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 0
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0

1
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 . التً إحداثٌتٌها فً النقطة موازٌا لـ ٌقبل مماسا وحٌدا  إذن المنحنى 

  .ب ـ كتابة معادلة 

 .أي  ومنه  

جـ ـ تبٌٌن أنّ المنحنى 
 

  حٌث  ٌقطع حامل محور الفواصل فً نقطة فاصلتها 

 ،  و  وبالخصوص على المجال  مستمرة على المجال  لدٌنا الدالة 

بحٌث  من المجال  عدد حقٌقً  ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد أي 

وحٌد أي  فإن  متزاٌدة تماما على  وبما أنّ الدالة  
 

ٌقطع حامل محور الفواصل فً 

 حٌث  نقطة فاصلتها 

 والمنحنى  و  المستقٌمٌن رسمد ـ 

. 

م العدد الحقٌقً ٌّ ،  هـ ـ المناقشة بٌانٌا، حسب ق

 .عدد حلول المعادلة : 

 
 تكافئ 

وتكافئ  فئ وتكا

 أي  

ومنه حلول المعادلة هً فواصل النقط المشتركة بٌن 

 
 والمستقٌم ذي المعادلة 

 بقراءة بٌانٌة:

 فإنّ المعادلة تقبل حلا واحدا. إذا كان 

 فإنّ المعادلة تقبل حلٌن. إذا كان 

 فإن المعادلة تقبل حلا مضاعفا. إذا كان 

 .حل أي فإن المعادلة لا تقبل إذا كان 
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