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 انمُضُع انثاوً                                                 

ل:  َّ  وقاط 5انتمسٌه الأ

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 
 

 و  ،  ، انىقط  نعتبر 

 وسٌطٌان حقٌقٌان. و  ،  المعرف بالتمثٌل الوسٌطً:  و المستوي 

ٌّن أنّ  أ ـ .1 ٌّن مستو و  ،النقط  ب  ٌا.تع

 ، ثمّ اكتب معادلة دٌكارتٌة له.ناظمً للمستوي  تحقق أنّ الشعاع  ب ـ    

ٌّن أنّ المستوٌٌن اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  أ ـ .2  متعامدان . و ، ثمّ ب

ٌّن أنّ تقاطع  ب ـ      ذو التمثٌل الوسٌطً:  هو المستقٌم  و  ب

                                       

 ، ثمّ استنتجوالمستوي ، والمسافة بٌن النقطة والمستوي  احسب المسافة بٌن النقطة  جـ ـ    

والمستقٌم  المسافة بٌن النقطة           
 

3.
 

 .و والعمودي على كل من المستوٌٌن  المستوي الذي ٌشمل النقطة 

 .اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  أ ـ   

ٌّن أنّ  ب ـ    ٌّن إحداثٌات تتقاطع فً نقطة واحدة  و ،المستوٌات الثلاثة  ب  .، ثمّ ع

 .والمستقٌم  احسب بطرٌقة ثانٌة، المسافة بٌن النقطة  جـ ـ   

 التمرٌن الثانً:

 .المعادلة:  نعتبر فً مجموعة الأعداد المركبة 

ٌّن أنّ العدد  (1  حلا لهذه المعادلة، ثم جد الحلٌن الآخرٌن. ب

 لواحقها  ، ، ، لتكن النقط:  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 .و  ،  ،  حٌث  و  ، ، على الترتٌب: 

 .على الشكل الأسً، ثمّ استنتج طبٌعة المثلث  ــ اكتب العدد 

 .من المستوي التً تحقق:   مجموعة النقط  نسمً  (3

 .هً مرجح الجملة:  أ ـ أثبت أنّ 

ٌّن أنّ المساواة   .ٌمكن كتابتها على الشكل  ب ـ ب

 .تنتمً إلى المجموعة  جـ ـ تأكد أنّ النقطة 

ٌّن أنّه ٌمكن كتابة المساواة   وارسمها. ، ثمّ استنتج طبٌعة على الشكل  د ـ ب

 

 ; , ,O i j k

 0;0;1A 2;2; 1B  2; 7; 7C    3;4;4D 

 P

1 3

1 2

4

x

y

z

 



 

  


 
   



ABC

 3; 2;1n  ABC

 P ABC P

 ABC P 

2

7 4 ;

7 5

x t

y t t

z t

  


   
   

D ABCD P

D 

 QD ABC P

 Q

 ABC P QHH

D 

3 23 3 7 0z z z   

1

 ; ,O u vABCG

1z2z3z4z1 1z  2 2 3z i 3 2 3z i 
4 3z 

1 3

4 3

z z

z z




ACG

 M   2 2 . 12.......... 1MA MB MC CG   

G      ; 1 ; ;2 , ;2A B C

 1 . 4........ 2GM CG  

A 

 2. 0AM CG  



 إعداد مصطفاي عثد انعزٌز                                                        مُاضٍع مقتسحح نهتحضٍس نهثكانُزٌا 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 التمرٌن الثالث:

I21 1 xg x x e  .  

احسب  أ ـ 1. lim
x

g x
x

g x


. 

ٌّر الدالة  ب ـ     ٌّراتها. gادرس اتجاه تغ  وأخر: )، ثمّ شكّل جدول تغ 1 2 0,25g    َ 1 2 1,43g ) 

ٌّن أنّ المعادلة  أ ـ 2. ب  0g x   ًثمّ تحقّق أنّ أحدهما معدوم والآخرتقبل حلٌن ف ،  :0,8حٌث 0,7                        

استنتج إشارة  ب ـ     g x ً؛ حسب قٌم العدد الحقٌقx. 

2
1 xf x x x e  . 

   
 fC  المنحنى الممثل للدالةf فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

احسب  أ ـ 1. lim
x

f x


و   lim
x

f x


. 

ٌّن أنّ المستقٌم  ب ـ     ب   ذا المعادلةy x مقارب مائل للمنحنى ، fC  عند. 

ادرس وضعٌة المنحنى  جـ ـ     fC  بالنسبة إلى المستقٌم . 

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  أ ـ 2. x ،ب   'f x g x .( ٌسمز'f  إنى اندّانح انمشتقح نهدانحf ). 

ٌّرات الدّالة  ب ـ     ّل جدول تغ  ) 

ٌّن أنّ المنحنى  أ ـ 3. ب

مثّل ب ـ       والمماسٌن والمنحنى fC
 

ٌّم الوسٌط الحقٌقً  جـ ـ     x :ذات المجهول   ، عدد حلول المعادلةmناقش بٌانٌا، حسب ق 
2

1 0xx me  .   

 التمرٌن الرابع:

I)  ّتـ:  معسّفح عهى  انح انعددٌح اند. 

 .. ادزس اتجاي تغٍسّ اندّانح 1

 .إشازج  ثمّ اصتىتج تثعا نقٍم . احضة 2

II تـ:  معسّفح عهى  ( اندّانح انعددٌـــح 

  . أ ـ احضة 1

 ، ثمّ فضّس انىتٍجح ٌىدصٍا.ب ـ احضة     

 .ج اتجاي تغٍسّ اندّانح ثمّ اصتىت فإنّ  مه  . أ ـ تٍهّ أوًّ مه أجم كم2

 .ب ـ شكم جدَل تغٍسّاخ اندّانح     

 .مقازب مائم نهمىحىى  انري معادنتً  . أ ـ تٍهّ أنّ انمضتقٍم 3

 .تانىضثح إنى  ب ـ ادزس َضعٍح     

 ٌطهة تعٍٍه إحداثٍتٍٍا. ٌمشّ انمىحىى فً وقطح ذا انمعادنح  . تٍهّ أنّ انمضتقٍم 4

 .َ  ، . ازصم 5

g 0;  21 lng x x x  

g
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  D fC

     ّعرفة على بـ:  g م ـ الدّالة 

lim    و 

    ّعرفة على  بـ:  f م II ـ  الدّالة 

C ٌقبل مماسٌن، معامل توجٌه كل منهما ٌساوي 1، ٌطلب تعٌٌن معادلة لكل منهما.  f 

f   0,9 . ) وأخر:  f على  شك
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 حل الموضوع الثانً                                         
 التمرٌن الأوّل:

ٌّن مستوٌا. و  ،النقط  إثبات أنّ  أ ـ .1  تع

 و  و  لدٌنا 

ٌّن مستوٌا. و  ،النقط غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه  و إذن الشعاعان   تع

 ابة معادلة دٌكارتٌة له.، ثمّ كتناظمً للمستوي  ب ـ التحقق أنّ الشعاع 

 و  لدٌنا 

 .ناظم للمستوي  وبالتالً   و عمودي على كل من الشعاعٌن  ومنه 

معادلة المستوي 
 

 .و  من الفضاء بحٌث  هو مجموعة النقط  

 .وهً معادلة للمستوي  معناه  

 متعامدان. و ، ثمّ تبٌٌن أنّ المستوٌٌن أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  .2

 لدٌنا 

 ومنه  نجد  و  بجمع 

 هً  وعلٌه  ومنه    ولدٌنا من 

 .معادلة دٌكارتٌة للمستوي 

 متعامدان. و تبٌٌن أنّ المستوٌٌن 

 . شعاع ناظمً للمستوي  و هو شعاع ناظمً للمستوي  

 .متعامدان و ومنه  ٌعامد  وهذا ٌعنً  

 ذو التمثٌل الوسٌطً:  هو المستقٌم  و  قاطع ب ـ تبٌٌن أنّ ت    

                                       

 نجد:   و بالتعوٌض فً معادلة 

 .محتوى فً المستوي  ومنه  

 .محتوى فً المستوي  ومنه  و 

 .هو المستقٌم  و  وعلٌه تقاطع 

 . والمستوي  جـ ـ المسافة بٌن النقطة 

. 
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 .والمستوي افة بٌن النقطة المس

. 

 .والمستقٌم  بٌن النقطة  استنتاج المسافة 

 متعامدان ومنه حسب نظرٌة فٌتاغورث  و المستوٌان 

 .وعلٌه   ومنه 

3.
 

 .و والعمودي على كل من المستوٌٌن  المستوي الذي ٌشمل النقطة 

 .أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي 

 فإنه  و ٌعامد  أن  وبما ان فً المستقٌم ٌتقاطع و 

 .هو شعاع ناظمً للمستوي  شعاع توجٌه أي أنّ  ٌعامد المستقٌم 

  تنتمً للمستوي  وبما أنّ  من الشكل  معادلة المستوي 

 .وعلٌه  ومنه  فإنّ 

 . تتقاطع فً نقطة واحدة  و ،ب ـ تبٌٌن أنّ المستوٌات الثلاثة 

 .فإنّ   بما أنّ 

 .ٌتقاطعان فً نقطة  و فإنّ  ٌعامد  بما أنّ 

 .و  نقطة تقاطع  تعٌٌن 

 هً حل للجملة  إحداثٌات 

 .إذن  وعلٌه   ومنه 

 .والمستقٌم  جـ ـ حساب بطرٌقة ثانٌة، المسافة بٌن النقطة 

 . عمودي على لأنّ  هً النقطة  على  المسقط العمودي لكل نقطة من 

 .على  هً المسقط العمودي للنقطة  فإنّ  نقطة من  وبما أنّ 

 .بالتالً 

 .ومنه  لدٌنا 

 التمرٌن الثانً:

 .المعادلة:  نعتبر فً مجموعة الأعداد المركبة 

 حلا لهذه المعادلة.  أنّ العدد  إثبات (1

 حل لهذه المعادلة. ومنه العدد  
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 إٌجاد الحلٌن الآخرٌن.

 عددان حقٌقٌان. و حٌث  حل للمعادلة فإنّ  أنّ  بما

 و  و  بالمطابقة نجد  

 .ومنه  و  أي 

 أو  أي  معناه  

 .نحل المعادلة 

 .أو  للمعادلة حلان هما  

 لواحقها  ، ، ، لتكن النقط:  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 .و  ،  ،  حٌث  و  ، ، : على الترتٌب

 على الشكل الأسً.  ــ كتابة العدد 

 

 .ومنه 

 .استنتاج طبٌعة المثلث 

 .قائم فً  بالتالً المثلث  ومنه  لدٌنا 

 .من المستوي التً تحقق:  مجموعة النقط  نسمً  (3

 .هً مرجح الجملة:  أ ـ إثبات أنّ 

 .           هً مرجح الجملة:  ومنه  

 .ٌمكن كتابتها على الشكل  ب ـ إثبات أنّ المساواة 

لدٌنا ٌكون من المستوي إذن من أجل نقطة مرجح الجملة:  

 أي   

 . أي  ومنه تكافئ   المساواة 

 .تنتمً إلى المجموعة  جـ ـ التأكد أنّ النقطة 

 .إذا  كان  تنتمً إلى المجموعة  

 .،  ، ،  ،  لدٌنا 

 .تنتمً إلى المجموعة  وهذا ٌعنً أنّ  
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z z z i i
z

      
  G      ; 1 ; ;2 , ;2A B C

 1 . 4........ 2GM CG  

G      ; 1 ; ;2 , ;2A B CM

 2 2 1 2 2MA MB MC MG      2 2 3MA MB MC MG   

 13 . 12MG CG . 4MG CG . 4GM CG  

A 

A . 4GACG  

 1;0A  2; 3C  3;0G 4;0GA  1; 3CG

   . 4 1 0 3 4GACG     A 
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 . على الشكل  د ـ تبٌٌن أنّه ٌمكن كتابة المساواة 

 ومعناه  معناه  

 .أي  ومنه  ولدٌنا 

  .استنتاج طبٌعة 

 وتكافئ  تكافئ  

 شعاع ناظمً له. و  هً المستقٌم المار من  بالتالً 

 التمرٌن الثالث:

أ ـ حساب  1. lim
x

g x


و   lim
x

g x


. 

   2lim lim 1 1 x

x x
g x x e 

 
             ّلأن lim x

x
e 


   و 2lim 1

x
x


   

   2 2lim lim 1 1 lim 1x x x

x x x
g x x e x e e  

  
      

لدٌنا 
2

2lim lim 0x

xx x

x
x e

e



 
   التزاٌد المقارن( و(lim 0x

x
e 


    إذن lim 1

x
g x


 

ٌّر الدالة   .gب ـ دراسة اتجاه تغ

ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على  gالدالة    2' 2 1x xg x xe e x    

                                               22 1xe x x    
 

 

                                                2 2 1xe x x     

x ،0xeمن أجل كل عدد حقٌقً    ومنه إشارة 'g x نفس إشارة ه ً 2 2 1x x  . 

x               1 2         1 2      
2 2 1x x   ــــ                    0     +       0     

1;متناقصة تماما على المجالٌن gالدالة  2  
 

1و  2;  
 

1ومتزاٌدة تماما على المجال  2;1 2  
 

 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

x             1 2        0        1 2             

 'g x                     0    +   0                   

 

 g x  
                                             1 2g   

0           0                
                                            

                 1 2g                                               1 

 

 

 

 

 

 

 2. 0AM CG 

. 4GM CG    4GA AM CG  . . 4GACG AM CG  

. 4GACG  4 . 4AM CG   . 0AM CG 

 

 2 2 . 12MA MB MC CG   . 4GM CG  . 0AM CG 

 ACG
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أ ـ تبٌٌن أنّ المعادلة  2.  0g x   ًتقبل حلٌن ف. 

1;مستمرة ومتناقصة تماما على المجال  gالدالة  2  
 

و تأخذ قٌمها فً المجال   1 2 ;g  
 

 ولدٌنا   

 1 2 0,25g  
 

إذن  0 1 2 ;g   
 

ومنه المعادلة    0g x   تقبل حلا وحٌدا  فً المجال

;1 2  
 

 

1مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال  gدالة ولدٌنا ال 2;1 2  
 

وتأخذ قٌمها فً المجال  

   1 2 ; 1 2g g  
 

و     0 1 2 ; 1 2g g   
 

ومنه المعادلة    0g x   تقبل حلا وحٌدا ًف 

1المجال  2;1 2  
 

1مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gولدٌنا كذلك الدالة  2;  
 

وتأخذ قٌمها فً  

المجال  1; 1 2g 
 

و   0 1; 1 2g  
 

1إذن على المجال  2;  
 

 ،  0g x  

المعادلة  :خلاصة  0g x   ًتقبل حلٌن ف. 

0,8حٌث:  التحقّق أنّ أحدهما معدوم والآخر 0,7    

بما أنّ     00 1 0 1 0g e     ّ0فإن   ولدٌنا 0.7 0.02g   و 0.8 0.19g   أي

   0.7 0.8 0g g     0,8ومنه 0,7   . 

ب ـ استنتاج إشارة  g x ً؛ حسب قٌم العدد الحقٌقx. 

x                              0                  

 g x  +        +            0      ـــــ     0 

II الدّالة   ـf  بـ: معرّفة على    
2

1 xf x x x e  . 

أ ـ حساب  1. lim
x

f x


و   lim
x

f x


. 

لدٌنا  
2

lim 1 x

x
x e 


     وlim

x
x


     إذن   

2
lim lim 1 x

x x
f x x x e 

 
     

     
2 2lim lim 1 lim 2x x x x

x x x
f x x x e x x e xe e   

  
         

2limلأنّ  lim 2 lim 0x x x

x x x
x e xe e  

  
      وlim

x
x


 . 

ب ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم    ذا المعادلةy x مقارب مائل للمنحنى ، fC  عند. 

       
2 2 21 1 2x x x x xf x x x x e x x e x e xe e               

 

 إذن   
2

2lim lim 2 lim 2 0x x x x

x xx x x

x x
f x x x e xe e e

e e

   

  

 
          

 
 

ومنه المستقٌم    ذا المعادلةy x مقارب مائل للمنحنى ، fC  عند. 

جـ ـ دراسة وضعٌة المنحنى  fC  بالنسبة إلى المستقٌم . 

 ؛عددا حقٌقٌا xلٌكن   
2

1 xf x x x e     

0xeلدٌنا     و 
2

1 0x    إذن  0f x x   

 المنحنىومنه  fC  ٌوجد تحت المستقٌم . 
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x ،أ ـ تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  2.   'f x g x. 

           
2 2 2' 1 2 1 1 1 1 1 1x x x xf x x e e x e x e x g x                 

  
 

ٌّرات الدّالة    .fب ـ جدول تغ

x                                        0                        

 'f x  +                   0         0           +  

 

 f x  
                   f                                 

 

                                    

                           1             

أنّ المنحنى  تبٌٌنأ ـ  3. fC  ٌطلب تعٌٌن معادلة لكل منهما.1ٌقبل مماسٌن، معامل توجٌه كل منهما ٌساوي ، 

 0' 1f x  ٌكافئ   02

01 1 1
x

x e


   وٌكافئ   02

0 1 0
x

x e


   0لدٌنا 0
x

e


  2ومنه

0 1 0x    أي

0 1x   0أو 1x    إذن fC  عند النقطتٌن  1ٌقبل مماسٌن معامل توجٌه كل منهما ٌساوي  1; 1M f و

  ' 1; 1M f . 

 كتابة معادلة المماسٌن

عند النقطة  المماس  1; 1M f  معادلته    ' 1 1 1y f x f    ومنه 11 1 4y x e      أي

14y x e   

المماس عند النقطة   ' 1; 1M f   معادلته    ' 1 1 1y f x f      1ومنه 1y x    أيy x 

ب ـ تمثٌل   والمماسٌن والمنحنى fC
 

م الوسٌط الحقٌقً جـ ـ  ٌّ x :ذات المجهول   ، عدد حلول المعادلةmالمناقشة بٌانٌا، حسب ق 
2

1 0xx me  .   

 
2

1 0xx me  
 

تكافئ 

 
2

1xme x   

وتكافئ  
2

1 xm x e     و تكافئ

 
2

1 xx m x x e      أي

 f x x m  

;1إذا كان  4m e       فإن المعادلة تقبل

 حلا وحٌدا

14mإذا كان  e    فإن المعادلة تقبل حلٌن

 أحدهما مضاعف 

14إذا كان  ;0m e      فإن المعادلة تقبل

 ثلاثة حلول 

0mإذا كان   فإن المعادلة تقبل حلا واحدا مضاعفا 

فإن المعادلة لا تقبل حلا
  0;m   انإذا ك   
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 التمرٌن الرابع:

I)  تـ:  معسّفح عهى  اندّانح انعددٌح. 

 .. دزاسح اتجاي تغٍسّ اندّانح 1

 َندٌىا:  تقثم الإشتقاق عهى   اندّانح

 .متىاقصح تماما عهى  َتانتانً اندّانح  ، مه انمجال  مه أجم كم

 .إشازج  َاستىتاج تثعا نقٍم . حساب 2

 

 1 0 x 
                              0   +  

II تـ:  معسّفح عهى  ( اندّانح انعددٌـــح 

   حسابأ ـ . 1

 .و  لأنّ  

  . حسابب ـ 

 .َمىً  ندٌىا 

 انىتٍجح ٌىدسٍا. تفسٍس

 )محُز انتساتٍة(. ٌقثم مضتقٍم مقازب معادنتً  

  فإنّ  مه  أوًّ مه أجم كم تثٍٍه. أ ـ 2

 

 .استىتاج اتجاي تغٍسّ اندّانح 

 ًٌ عكش إشازج  إشازج 

 .َمىً  ، مه أجم 

 َمىً  ، َمه أجم 

 .َمتزاٌدج تماما عهى  متىاقصح تماما عهى  إذن اندّانح 

 .ب ـ جدَل تغٍسّاخ اندّانح 

 

 

 

 

 

g 0;  21 lng x x x  

g

g 0; 
1

' 2g x x
x

  

x 0; ' 0g x g 0;

 1gx g x

  21 1 1 ln1 0g    



 g x

f 0; 
ln

1
x

f x x
x

  

 lim
x

f x


 
ln

lim lim 1
x x

x
f x x

x 
    

ln
lim 0

x

x

x
lim 1

x
x


  

 
0

lim
x

f x




0

ln
lim

x

x

x


  
0

lim
x

f x




 

 fC0x 

x 0; 
 
2

'
g x

f x
x




 
   2

2 2 2

1
ln

1 ln
' 1

x x g xx xxf x
x x x

 
   

    
 
 

f

 'f x g x

 0;1x   0g x  ' 0f x 

 1;x    0g x  ' 0f x 

f 0;1 1;

f

x 0                                          1  

                0  +  

 

 
                                             

 
  0   



 'f x 

 f x

 

I;� 

�� 
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 .مقازب مائم نهمىحىى  انري معادنتً  أنّ انمستقٍم  تثٍٍه. أ ـ 3

 مقازب مائم نهمىحىى  انري معادنتً  َمىً انمضتقٍم  

 .تانىسثح إنى  َضعٍح  دزاسحب ـ 

 .ًٌ عكش إشازج  َمىً إشازج  ندٌىا 

                         1         0 x 

           0        +  

  
تحت 

                 
   فوق 

ٌقطع                        
 

                      
   فً النقطة

 
 الوضعٌة النسبٌة

 ٌطهة تعٍٍه إحداثٍتٍٍا. فً وقطح  ٌمسّ انمىحىى ذا انمعادنح  أنّ انمستقٍم  تثٍٍه. 4

 أي  ٌَكافئ   ٌَكافئ  تعىً 

     فً انىقطح ٌمشّ انمىحىى  إذن انمضتقٍم  َ   َندٌىا 

 .َ  ، زسم . 5

 

 

 

 

 D1y x  fC

   
ln

lim 1 lim 0
x x

x
f x x
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     D1y x  fC

 fC D

   
ln

1
x

f x x
x


     1f x x ln x



 f x y

 fC D fC D

 fC

 1;0A

 
1

1y x
e

   fCA

 0' 1f x 
 
2

1
g x

x


2 21 lnx x x  ln 1x x e

 
1

1f e e
e

  
1

1y e
e

    fC
1

; 1A e e
e
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