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 الموضوع الرابع                                          
  التمرٌن الأوّل:

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j kنعتبر النقط ،: 

 3; 2; 1A  ،  5; 3;2B ،  2;3;2C  و 1; 5; 2D  . 

1  ٌّن أنّ النقط ٌّن مستوٌا ؛ نرمز له بالرمز Cو A،Bب تع P. 

2  ٌّن أنّ الشعاع ب 2;1; 1n   ناظمً للمستوي Pثمّ جد معادلة دٌكارتٌة للمستوي ، P . 

3 اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  (أ   الذي ٌشمل النقطةD  وٌعامد P. 

ٌّن احداثٌات النقطة  (ب      على المستوي  D؛ المسقط العمودي للنقطة Eع P. 

4  H المسقط العمودي للنقطةD  على المستقٌم ABو ،  :عدد حقٌقً حٌثAH AB. 

ٌّن أنّ:  (أ      ب
2

.AD AB

AB
 . 

والمستقٌم  D، ثمّ المسافة بٌن النقطة Hوإحداثٌات النقطة  استنتج العدد الحقٌقً  (ب      AB. 

 التمرٌن الثانً:

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (1

 .المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  (2

 .و  ،  لى الترتٌب نقط المستوي التً لاحقاتها ع و ،نسمً 

 على الشكل الأسً. اكتب العدد  (أ

 .وطبٌعة المثلث  ب( استنتج قٌسا للزاوٌة 

ٌّم العدد الطبٌعً (جـ ٌّن مجموعة ق  حقٌقٌا موجبا. بحٌث ٌكون  ع

ٌّم للعدد الطبٌعً (د  تخٌلٌا صرفا ؟ برّر إجابتك. ٌكون من أجلها العدد المركب  هل توجد ق

ٌّن (أ (3  ، محددا نسبته وزاوٌته.إلى  وٌحول  الذي مركزه  العبارة المركبة للتشابه المباشر  ع

 استنتج طبٌعة المثلث  (ب    

ٌّن العناصر الممٌزة لــ (أ (4  والتً تحقق: من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  ع

                                          

ٌّن  (ب     .حٌث:  من المستوي التً لاحقتها  وعة النقط مجم ع

 التمرٌن الثالث:

كما ٌهً:  انمعشّفت عهى  fوعخبش انذّانت  x

x
f x

e x



،  fC  تمثٌلها البٌانً فً معلم ومتجانس ; ,O i j. 

I)   نعتبر الدّالةg  كما ٌلً: المعرّفة على  1xg x e x  . 

ٌّر الدالة (1  .g ادرس اتجاه تغ

استنتج أنّ  (2  0g x   ًمن أجل كل عدد حقٌقx. 
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x ،0xeعلل أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً (3 x . 

II- 1.  احسب نهاٌتً (أf  عند  و. 

 فسّر النتائج هندسٌا. (ب         

احسب  ( أ .2 'f x. 

ٌّر الدالة ادسس (ب     ٌّراتها. fاتجاه تغ  ثمّ شكل جدول تغ

عٍهّ معادنت  ( أ .3 T  مماس انمىحىى fC  0عىذ انىقطت انخً فاصهخٍا. 

نهمىحىى ادسس انُضعٍت انىسبٍت  (ب     fC  بانىسبت إنى T. 

عهم أنّ انمىحىى  (جـ     fC .ٌقبم وقطت اوعطاف، ٌطهب حعٍٍه إحذاثٍاحٍا 

اسُسم  .4 T َ fC. 

 التمرٌن الرابع:

I -  ًكما ٌلً:  الدالة المعرّفة على  ه. 

ٌّرات الدالة  (1 ٌّراتها.ادرس تغ  ، ثمّ شكّل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة:  (2  .ٌحقّق  تقبل حلٌن أحدهما معدوم والآخر ب

ٌّم (3 ٌّن، حسب ق  .إشارة   ع

 .بـ: هً الدالة المعرّفة على المجال   (4

 .و  بدلالة كل من  احسب  (أ     

ٌّن اشارة  (ب     ٌّرات الدالة ع  .، ثمّ شكّل جدول تغ

II -   كما ٌلً:    هً الدالة المعرّفة على المجال. 

 . معهم مخعامذ َمخجاوسالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

 .الفاصلة  فً النقطة ذات مماس تقبل الاشتقاق عند الصفر، ثمّ اكتب معادلة لـ بٍهّ أنّ انذانت  -1

ٌّن أنّه، من أجل كل  (أ  -2 ٌّر الدالة ، من  ب  ، ثمّ استنتج اتجاه تغ

ٌّن أنّ:  (ب     ٌّن حصرا لـ ب  .، ثمّ ع

ٌّرات الدالة و  احسب  (جـ      .، ثمّ شكّل جدول تغ

ٌّن أنّه من أجل كل  ( أ -3  . فإنّ: من المجال  ب

 .ى انمماس بانىسبت إن ادسس َضعٍت  (ب     

 .3فً انىقطت راث انفاصهت  َانزي ٌخقاطع مع  انمُاصي نـ  عٍهّ معادنت نهمسخقٍم  -4

 .َ ، اسسم  -5

 .، عذد حهُل انمعادنت : واقش بٍاوٍا، حسب قٍمّ انُسٍط انحقٍقً  -6
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 حل الموضوع الرابع                                                 

 وّل:التمرٌن الأ

1  إثبات أنّ النقطA،B وC ٌّن مستوٌا  .تع

 2; 1;3AB   َ 1;5;3AC   َ
1 5

2 1





 غٌر متناسبة  ACو ABومنه إحداثٌات الشعاعٌن  

ٌّن مستو Cو A،Bغٍش مشحبطٍه خطٍا َبانخانً انىقط   ACو ABأي انشعاعان   .ٌاتع

2  إثبات أنّ الشعاع 2;1; 1n   ناظمً للمستوي P . 

لدٌنا  
     

     

. 2 2 1 1 1 3 0

. 2 1 1 5 1 3 0

n AB

n AC

     


    

  

ناظمً للمستوي  nوعلٌه فإنّ الشعاع   ACو ABعمودي على كل من الشعاعٌن  n ومنه الشعاع ABC. 

معادلة دٌكارتٌة للمستوي P. 

مه أجم كم وقطت  ; ;M x y z مه  P  :نذٌىا. 0AM n    مع 3; 2; 1AM x y z  . 

. 0AM n   معىاي     2 3 2 1 0x y z       2ومنه 5 0x y z     هً معادلة المستوي P. 

3 التمثٌل الوسٌطً للمستقٌم  (أ   الذي ٌشمل النقطةD  وٌعامد P. 

بما أنّ    ٌعامد P  ّفإنn  هو شعاع توجٌه للمستقٌم   ولدٌنا D  . 

لتكن  ; ;M x y z  من المستقٌم   :فإنّها تُحقق/DM t n t   مع 1; 5; 2DM x y z   . 

ومنه 

1 2

5

2

x t
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   

أي       
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2

x t

y t t

z t

 
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. 

على المستوي  D؛ المسقط العمودي للنقطة Eتعٌٌن إحداثٌات النقطة  (ب P. 

على المستوي  D؛ المسقط العمودي للنقطة Eإحداثٌات النقطة  P ٌمهً نقطة تقاطع المستق 

العمودي على  P  والمار من النقطةD  مع المستوي P  أي هً نقطة تقاطع المستقٌم   والمستوي P. 

نحل الجملة 

 

 

 
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1 2 .............. 1
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2 ............. 3
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من  zو   yو xكل مننعوض  1 و 2 و 3  ًبقٌمهما ف 4 :نجد 

     2 1 2 5 2 5 0t t t           6ومنه 6 0t    1أيt . 

ومنه 
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3
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z




 
  

إذن     3; 4; 3E  . 

4 إثبات أنّ:  (أ
2

.AD AB

AB
 . 

على المستقٌم  Dالمسقط العمودي للنقطة H لدٌنا  AB  ومنه. .AD AB AH AB 
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AHولدٌنا  AB  إذن. .AD AB AB AB   ومنه
2

.AD AB

AB
 . 

 .استنتاج العدد الحقٌقً  (ب

 2; 3; 1AD      و 2; 1;3AB     ومنه     . 2 2 1 3 3 1 4AD AB         

14ABو    إذن
4 2

14 7



  . 

 .Hإحداثٌات النقطة 

نضع  '; '; 'H x y z. 

لدٌنا  2 ; ;3AB     و ' 3; ' 2; ' 1AH x y z     وعلٌهAH AB  معناه 

' 3 2x    و' 2y     و' 1 3z     ومنه' 2 3x    و' 2y     و' 3 1z  . 

وبما أنّ 
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والمستقٌم  Dالمسافة بٌن النقطة  AB. 

  
3 70

;
7

d D AB DH . 

 ن الثانً:التمرٌ

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (1

 
 .أو  ٌكافئ 

 .نحل المعادلة 

 .أو  للمعادلة حلان هما  

 .المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  (2

 .و  ،  نقط المستوي التً لاحقاتها على الترتٌب  و ،نسمً 

 الأسً.على الشكل  كتابة العدد  (أ

 . 

 .وطبٌعة المثلث  ب( استنتاج قٌسا للزاوٌة 

 متقاٌس الأضلاع. إذن المثلث  ومنه  ولدٌنا  ومنه  

م العدد الطبٌعً (جـ ٌّ  حقٌقٌا موجبا. بحٌث ٌكون  تعٌٌن مجموعة ق

 . لدٌنا  
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 .حٌث   وعلٌه ومنه  حقٌقً موجب معناه  

م للعدد الطبٌعً  (د ٌّ  تخٌلٌا صرفا ؟  ٌكون من أجلها العدد المركب  هل توجد ق

 ومنه  ومعناه  تخٌلً صرف معناه  

 فردي زوجً و  لأن  فً  لا تقبل حلولا والمعادلة  وتكافئ  أي 

 تخٌلٌا صرفا. العدد المركب بحٌث ٌكون  ومنه لا ٌوجد عدد طبٌعً

 ، محددا نسبته وزاوٌته.إلى  وٌحول  ذي مركزه ال تعٌٌن العبارة المركبة للتشابه المباشر  (أ (3

 فإنّ   إلى ٌحول  وبما أن  من الشكل  العبارة المركبة للتشابه المباشر 

 ومنه    

 .أي   هً  ومنه العبارة المركبة للتشابه المباشر 

 .و زاوٌته  هً  نسبة التشابه 

 استنتاج طبٌعة المثلث  (ب

 .قائم فً  ومنه المثلث  فإنّ   بما أنّ 

 والتً تحقق: من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  تعٌٌن العناصر الممٌزة لــ (أ (4

                                               

  تكافئ  

 :1طرٌقة 

 نضع 

 ومنه  

 ومنه  

 ومنه 

 ومعناه  معناه  

 .أي    وتكافئ 
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 . ونصف قطرها  الدائرة التً مركزها هً  إذن 

 :2طرٌقة 

 .ومنه  منتصف  لتكن 

  معناه  

 ومعناه 

 تكافئ 

 ومنه    منتصف لأن  ومنه  ولدٌنا 

 ،      . 

 ومنه  أي   تكافئ  

 .ونصف قطرها  هً الدائرة التً مركزها  بالتالً 

 .حٌث:  التً لاحقتها من المستوي  مجموعة النقط  تعٌٌن  (ب

 
 .هً محور القطعة  إذن   تكافئ

 التمرٌن الثالث:

I)   نعتبر الدّالةg  كما ٌلً: المعرّفة على  1xg x e x  . 

ٌّر الدالة  (1  .gدراسة اتجاه تغ

ولدٌنا:  تقبل الإشتقاق على  gة الدّال ' 1xg x e  

 ' 0g x   1معناه 0xe    1وٌكافئxe   0أيx  

 ' 0g x   1معناه 0xe    1وٌكافئxe   0أيx  

 ' 0g x   1معناه 0xe    1وٌكافئxe   0أيx  

متناقصة تماما على المجال  gإذن الدالة  ;0  ومتزاٌدة تماما على المجال 0;. 

استنتاج أنّ  (2  0g x   ًمن أجل كل عدد حقٌقx. 

لدٌنا   00 0 1 0g e   ؛ 

متناقصة تماما على المجال  gالدالة  ;0  ومتزاٌدة تماما على المجال 0;  إذن فهً تقبل قٌمة حدٌة صغرى

0xتبلغها عند   ًوعلٌه من أجل كل عدد حقٌقx،   0g x g  أي  0g x . 

x ،0xeتعلٌل أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً (3 x . 

x ،من أجل كل عدد حقٌقًلدٌنا   0g x   1ٌكافئ 0xe x     1أيxe x   ً0وبالتالxe x  
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II- 1.  حساب نهاٌتً (أf  عند  و. 

 
1

lim lim lim lim 1

1 1
x x xx x x x

x x
f x

e x e e
x

x x

   
    

    
    

   

lim لأنّ    0
x

x

e

x


  

 
1

lim lim lim lim 0

1 1
x x xx x x x

x x
f x

e x e e
x

x x

   
   

    
    

   

lim نّ لأ  
x

x

e

x
  

 تفسٌر النتائج هندسٌا. (ب

لدٌنا  lim 1
x

f x


   إذن fC  1ٌقبل مستقٌم مقارب معادلتهy    بجوار. 

و  lim 0
x

f x


  إذن fC  0ٌقبل مستقٌم مقارب معادلتهy   بجوار. 

حساب  ( . أ2 'f x. 

xلٌكن    :لدٌنا 

 
   

   

 

 
2 2 2

1 1 1
'

x x xx x

x x x

e x x e e xe x xe x
f x

e x e x e x

     
  

  
 

ٌّر الدالة دزاسة (ب   fاتجاه تغ

0xeلدٌنا    و 
2

0xe x   ومنه إشارة 'f x  هً إشارة 1 x 

من أجل  1;x   ،1 0x   ومنه ' 0f x   وبالتالً الدالةf  متناقصة تماما على المجال 1; 

من أجل  ;1x   ،1 0x   ومنه ' 0f x   وبالتالً الدالةf  متزاٌدة تماما على المجال ;1 

ٌّرات الدالة  .fجدول تغ

x                          1                               

 'f x   +   0           

 

 f x  
                                

1

1e 
  

  

1                                0    

تعٍٍه معادلة  ( . أ3 T  مماس المىحىى fC  0عىد الىقطة التً فاصلتها. 

اس معادنت انمم T  :ًٌ    ' 0 0 0y f x f    أيy x. 

دزاسة الىضعٍة الىسثٍة للمىحىى  (ب fC  تالىسثة إلى T. 

:  عذدا حقٍقٍا xنٍكه 
   2 1xx

x x x x

x e x xg xx x xe x
f x x x

e x e x e x e x

    
     

   
 

نذٌىا   0g x   َ0xe x   َمىً إشاسة f x x  وفس إشاسة  عهى ًٌx  

0xإرا كان    0فإنx   ًَمى  0f x x  

0xإرا كان    ّ0فإنx   ًَمى  0f x x  

َعهًٍ مه أجم  ;0x   ، fC  ٌُجذ فُق T َمه أجم ، 0;x   ، fC  ٌُجذ ححج T  
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َ T  ٌخخشق fC  فً انىقطتO .مبذأ انمعهم 

تعلٍل أنّ المىحىى  (جـ fC ٍٍه إحداثٍاتها.ٌقثل وقطة اوعطاف، ٌطلة تع 

انمماس  بما أنّ  T  ٌخخشق انمىحىى fC  فً وقطت انخماسO  فإن انىقطتO وقطت إوعطاف نهمىحىى ًٌ fC. 

 زسم.  T و fC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التمرٌن الرابع:

I -   كما ٌلً:  هً الدالة المعرّفة على. 

ٌّرات الدالة  (1  .دراسة تغ

 

 .و  لأنّ 

 

 ولدٌنا :  تقبل الإشتقاق على  الدّالة 

 

 .نفس إشارة  من هً إشارة 

3        
 x 

                     0        +      

 .ومتزاٌدة تماما على المجال  متناقصة تماما على المجال  الدّالة نستنتج هكذا أنّ 

 

 

 

g 1;3   2ln 1
1

x
g x x

x
  



g

     
1 1

1
lim lim 2 1 ln 1

1x x

g x x x x
x 

 

       

   
1 0
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ٌّرات الدّالة   .جدول تغ
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            0                      0    

         

 

 

 .ٌحقّق  تقبل حلٌن أحدهما معدوم والآخر تبٌٌن أنّ المعادلة:  (2

و  وتأخذ قٌمها فً المجال  مستمرة ومتناقصة تماما على المجال  الدّالة 

 وكذلك لدٌنا الدّالة  فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  إذن المعادلة  

و  وتأخذ قٌمها فً المجال  ومتزاٌدة تماما على المجال مستمرة 
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ٌّرات الدالة   .جدول تغ
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                      0  0 

 

 

II -   كما ٌلً:    هً الدالة المعرّفة على المجال. 

 . امذ َمخجاوسمعهم مخعالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

 تقبل الاشتقاق عند الصفر.  أنّ الدالة  تثٍٍه -1

 لأنّ    

 .0تقبل الإشتقاق عند  إذن الدالة 

 .فً النقطة ذات الفاصلة  مماس كتابة معادلة لـ
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 .تعٌٌن حصرا لـ 

 وٌكافئ  معناه  

 ولدٌنا 

 .أي  ومنه  إذن 

 . و  حساب  (جـ

 

 .و  لأنّ   

ٌّرات الدالة   .جدول تغ

3                                x 

           +           0           

                                          0

                          

   

 

 

 . فإنّ: من المجال  تبٌٌن أنّه من أجل كل  ( أ -3

  نضع

 لدٌنا :  من  من أجل كل عدد حقٌقً 

 .هً نفس إشارة  إشارة 

  ، ومن أجل  ، من أجل 

ٌّة  ومتزاٌدة تماما على المجال  متناقصة تماما على المجال  إذن الدّالة  صغرى على ولها قٌمة حد

0xتبلغها من أجل   المجال   أي  ،من المجال  من أجل كل عدد حقٌقً وعلٌه
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 .تالىسثة إلى المماس  دزاسة وضعٍة  (ب
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3 0   x 

        0            +                      x 

         +                     0        +     

 + 0     

 + 0   +  

 
فُق 

                     
 فُق 

 
  ٌمس                       

 فً النقطة                          

 

 انُضعٍت

 .3فً الىقطة ذات الفاصلة  والري ٌتقاطع مع  المىازي لـ  تعٍٍه معادلة للمستقٍم  -4

فٍُ ٌشمم انىقطت   3فً انىقطت راث انفاصهت  ٌخقاطع مع َبما أوً  مه انشكم  معادنت انمسخقٍم 

 .َمىً  إرن  

 .ًٌ  َعهًٍ معادنت انمسخقٍم 

 .و ، زسم  -5

 

 .، عدد حلىل المعادلة : المىاقشة تٍاوٍا، حسة قٍمّ الىسٍط الحقٍقً  -6

 .عادلة والمستقٌم ذي الم حلول المعادلة إن وُجدت هً فواصل النقط المشتركة بٌن 

 فإنّ المعادلة لا تقبل حلا. أو  إذا كان 

 فإنّ المعادلة لها حلا واحدا مضاعفا. إذا كان 

 فإنّ المعادلة لها حلان مختلفان. إذا كان 

 فإنّ المعادلة لها حل وحٌد. إذا كان 
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