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 الموضوع الخامس
 التمرٌن الأوّل:

 ، نعتبر النقط: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 .والشعاع  و  ،  ،  

ٌّن أنّ  .1  .هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ب

 .وٌوازي  الذي ٌشمل النقطة  حدّد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  .2

 .المستوي ذو المعادلة:  لٌكن  .3

ٌّن أنّ المستوٌٌن  أ ـ                      تمثٌله الوسٌطً  ٌتقاطعان وفق مستقٌم  و ب

ٌّن أنّ المستقٌمٌن      لٌسا من نفس المستوي. و ب ـ ب

 .و  ، تحقق أنّ:  و تعطى النقطتان  .4

 عدد حقٌقً. مع  من الفضاء حٌث:  مجموعة النقط  لتكن  .5

 شعاع ناظمً له. مستو،  واستنتج أنّ  دلة دٌكارتٌة لـمعا أ ـ جد بدلالة     

ٌّن قٌمة      .المستوي المحوري للقطعة  حتى ٌكون  ب ـ ع

 التمرٌن الثانً:

 . حل فً مجموعة الأعداد المركبة المعادلة 1

 ى الترتٌبلواحقها عل C  و A  ،B. فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبر النقط  2

      ،  ، 

 .على الشكل الأسً واستنتج طبٌعة المثلث  ـ اكتب العدد   

 مع  بحٌث:  من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  . لتكن 3

 .مع   بحٌث:  من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  ولتكن     

 .و  تنتمً إلى كل من  Aأ ـ تحقق أن النقطة     

ٌّن نقطتً تقاطعهما.و  ب ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة لكل من      ؛ وع

 Bإلى  Aوٌحول  Cالتشابه المباشر الذي مركزه  S. لٌكن 4

 وعٌن نسبته وزاوٌته. Sأ ـ اكتب العبارة المركبة للتشابه      

ٌّن       .Sبالتشابه   و  صورتا  و  ب ـ ع

و  جـ ـ استنتج تقاطع     
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 التمرٌن الثالث:

I-  نعتبر الدّلةg  كما ٌلً:  المعرّفة على   1 2xg x x e    

ٌّرات الدّالة  .1  .gادرس تغ

ٌّن أنّ المعادلة 2 . ب  0g x   تقبل حلا وحٌدا  0,38حٌث 0,37   . 

. استنتج إشارة 3 g xٌّم  .x؛ حسب ق

II- نعتبر الدّالة f كما ٌلً:   المعرّفة على  2 1 xf x x xe   . 

 fC
 

تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j. 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً .1 x ،ب   'f x g x. 

ٌّرات الدّالة 2  .f. ادرس تغ

ٌّن أنّ المستقٌم  . ب d  2ذا المعادلة 1y x   مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

. ادرس وضعٌة المنحنى 4 fC  بالنسبة للمستقٌم d. 

ٌّن أنّ المنحنى ٌقبل نقطة انعطاف.5  . ب

ٌّن أنّ 6 . ب 
22 1

1
f

 




 



. 

. ارسم 7 d  و fC 0,375؛ نأخذ  . 

III-    2مستقٌم معادلتهy x    حٌث .ًعدد حقٌق 

ٌّن.1  حتى ٌكون  ع  .مماسا للمنحنى فً نقطة ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها 

1عدد حلول المعادلة :  ،. ناقش بٌانٌا، حسب قٌم العدد الحقٌقً 2 0
x

x

e
    

 التمرٌن الرابع:

 .كما ٌلً:  المعرّفة على  نعتبر الدالة العددٌة 

 . معلم متعامد ومتجانسالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

ٌّن أنّه ٌمكن كتابة    .على الشكل: ، ب

 زوجٌة. برهن أنّ الدّالة  

 .و  احسب  

ٌّر ا  ٌّراتها.لدالة ادرس اتجاه تغ  ، ثمّ شكّل جدول تغ

أثبت أنّ المنحنى  
 

 ٌطلب تعٌٌن معادلتٌهما. و ٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن مائلٌن

 .و ،ارسم  

 .بـ:  المعرّفة على المجال  نعتبر الدالة  

 .، من المجال  تحقّق أنّه من أجل كل عدد حقٌقً  أ ـ    

ٌّر        ٌّراتها.الدالة ـ استنتج اتجاه تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ
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 حل الموضوع الخامس
 التمرٌن الأوّل:

 .هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  إثبات أنّ  .1

  و  لدٌنا 

 تحقق المعادلة  C  و A ، Bومنه إحداثٌات النقط   و 

 .هً معادلة المستوي  وبالتالً 

 .وٌوازي  نقطة الذي ٌشمل ال تحدٌد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  .2

 نقطة من الفضاء. لتكن 

 .بحٌث  إذا وفقط إذا وجد عدد حقٌقً  تنتمً لـ  

 .أي  ومنه 

 .المستوي ذو المعادلة:  لٌكن  .3

                 تمثٌله الوسٌطً  ٌتقاطعان وفق مستقٌم  و  أ ـ إثبات أنّ المستوٌٌن 

 :نجد و  بالتعوٌض فً معادلة كل من 

 و   

 .ٌتقاطعان وفق المستقٌم و وعلٌه  ومحتوى فً  محتوى فً  ومنه 

 لٌسا من نفس المستوي. و ب ـ إثبات أنّ المستقٌمٌن 

 .هو شعاع توجٌه لـ  و  هو شعاع توجٌه لـ لدٌنا 

 غٌر متوازٌٌن. و إذن  و 

 .و ندرس تقاطع 

 نحل الجملة  

 .من الأعداد الحقٌقٌة تحقق الجملة  و ةندرس إمكانٌة وجود ثنائٌ

  ومنه  نجد  فً  بقٌمتها من  بتعوٌض

 تناقض. نجد  بقٌمهما فً  و وبتعوٌض  نجد  بالتعوٌض فً 

 غٌر متقاطعٌن وبما أنهما غٌر متوازٌٌن فإنهما لٌسا من نفس المستوي. و إذن 

 .و  تحقق أنّ: ال،  و تعطى النقطتان  .4

 .وحٌدة فإنّ  بما أن  ومنه  معناه  
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 .وحٌدة فإنّ  بما أنّ  ومنه   معناه  

 عدد حقٌقً. مع  من الفضاء حٌث:  مجموعة النقط  لتكن  .5

 .معادلة دٌكارتٌة لـ أ ـ إٌجاد بدلالة 

 . و 

  ومنه  معناه 

 .مً شعاعه الناظ وهً معادلة مستو هً معادلة دٌكارتٌة لـ 

 .المستوي المحوري للقطعة  حتى ٌكون  ب ـ تعٌٌن قٌمة 

 ومنه  منتصف  لتكن 

 .وٌشمل النقطة  شعاعه الناظمً  المستوي المحوري للقطعة 

 .أي  ومنه 

  طرٌقة أخرى:

 .التً تحقق  هو مجموعة النقط  المستوي المحوري للقطعة 

 ومعناه  معناه  

 .ومنه   أي 

 ومنه  

 .تعنً  ومنه 

 وعلٌه   التً تحقق  هو مجموعة النقط  إذن المستوي المحوري للقطعة 

 التمرٌن الثانً:

 . حل فً مجموعة الأعداد المركبة المعادلة 1

 .هو حل ظاهري للمعادلة  1ومنه العدد   0نلاحظ أن مجموع المعاملات ٌساوي 

 عددان حقٌقٌان و  حٌث  ومنه 

 و  لمطابقة نجد با  

 ومنه 

 أو  تكافئ   

 .أو  للمعادلة حلان هما  

 .هً  مجموعة حلول المعادلة 

 لواحقها على الترتٌب C  و A  ،B. فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبر النقط  2

      ،  ، 

 .مثلث على الشكل الأسً واستنتاج طبٌعة ال كتابة العدد 

 و  لدٌنا 
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 وهذا ٌعنً أنّ  و  ومنه     ومنه 

 .متساوي الساقٌن وقائم فً  بالتالً المثلث  و  

 مع  بحٌث:  من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  . لتكن 3

 .مع   بحٌث:  من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  ولتكن     

 .و  تنتمً إلى كل من  A تحقق أن النقطة الأ ـ 

A   بحٌث  إذا وُجد عدد حقٌقً  تنتمً إلى 

 .من  Aنجد النقطة   إذن من أجل   لدٌنا 

A   بحٌث  إذا وُجد عدد حقٌقً  تنتمً إلى 

 .من  Aنجد النقطة   إذن من أجل  لدٌنا  

  ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة لــ 

 أي  كافئ وت  ومنه  بوضع  معناه  

 هً  والمعادلة الدٌكارتٌة لـ 2ونصف قطرها  هً الدائرة التً مركزها  إذن 

 كتابة معادلة دٌكارتٌة لــ 

   ومٌله هً المستقٌم الذي ٌشمل  إذن  معناه   

  ومنه  فإنّ  وبما أنّ  من الشكل  إذن معادلة 

 . هً  وعلٌه معادلة

 تعٌٌن نقطتً تقاطعهما.

  تكافئ   تكافئ  نحل الجملة 

 .و  ٌتقاطعان فً النقطتٌن  و   ومنه  إذن

 Bإلى  Aوٌحول  Cالتشابه المباشر الذي مركزه  S. لٌكن 4

 وتعٌٌن نسبته وزاوٌته. Sأ ـ كتابة العبارة المركبة للتشابه  

 فإنّ  وبما أنّ  من الشكل  Sالكتابة المركبة للتشابه  

  هً  Sه الكتابة المركبة للتشابه  وعلٌ ومنه 

 .أي 

 هً  Sومنه نسبة التشابه   

 .هً  Sومنه زاوٌة التشابه   
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 .Sبالتشابه   و  صورتا  و  ب ـ تعٌٌن 

نضع  'I S I  ومنه
' 3Iz   بما أنّ نسبة التشابه وS  ًهً الدائرة التً مركزها فإنّ  2ه 'I ونصف 

2قطرها  2 

بما أنّ  S A B  و S C C  ّهً المستقٌم  فإن BC  ّهً المستقٌم  لأن AC. 

 و  جـ ـ استنتاج تقاطع 

ٌتقاطعان فً النقطتٌن   و   فإنّ  و  ٌتقاطعان فً النقطتٌن  و بما أنّ  S A  و S C  

 .Cو  Bأي فً النقطتٌن  

 التمرٌن الثالث:

I-  نعتبر الدّلةg  كما ٌلً:  المعرّفة على   1 2xg x x e    

ٌّرات الدّالة 1  .g. دراسة تغ

limلدٌنا  x

x
e 


   و lim 1

x
x


    إذن   lim lim 1 2x

x x
g x x e 

 
    . 

   lim lim 1 2 lim 2 2x x x

x x x
g x x e xe e  

  
       نّ لأlim lim 0x

xx x

x
xe

e



 
   و

lim 0x

x
e 


 

ولدٌنا:  تقبل الإشتقاق على  gالدالة      ' 1 2x x xg x e e x e x       

x ،0xeمن أجل كل عدد حقٌقً    رة ومنه إشا 'g x  مثل  إشارة 2 x  وعلٌه ' 2 0g  

من أجل كل  ;2x    ّ2فإن 0x    أي ' 0g x   إذن الدّالةg ى المجال متزاٌدة تماما عل ;2. 

ومن أجل كل  2;x    ّ2فإن 0x   أي ' 0g x   إذن الدّالةg  متناقصة تماما على المجال 2;. 

 :gالدّالة  جدول تغٌرات

x                                               2   

 'g x   + +      0             

 

 g x  
                              22 e    

  

0               

 

                       2          

أنّ المعادلة  تبٌٌن. 2  0g x   تقبل حلا وحٌدا  0,38حٌث 0,37   . 

مستمرة على المجال  g لدٌنا الدّالة ;2  وبالتالً على المجال 0,38; 0,37  و 0,38 0,01g    ،

 0,37 0,01g    ًإذن حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد على الأقل عدد حقٌق  من المجال 0,38; 0,37  

بحٌث   0g    وبما أنّ الدّالةg  متزاٌدة تماما على المجال ;2  ّفإن .وحٌد 

. إشارة 3 g xم ٌّ  .x؛ حسب ق

 كل من أجل ;x   ،  0g x  

و من أجل كل  ;x   ،  0g x   ّكما أن  0g  
 

II- نعتبر الدّالة f كما ٌلً:   رّفة علىالمع  2 1 xf x x xe   . 

 fC
 

تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j. 

 'E 'F E F

 'E

 'F F

 'E 'F

 E FAC 'E 'F
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x ،. تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌق1ً   'f x g x. 

 عددا حقٌقٌا؛ xلٌكن 

     ' 2 2 1x x xf x e xe e x g x          

ٌّرات الدّالة 2  .f. دراسة تغ

 إشارة 'f x هً إشارة  g x وعلٌه    ' 0f g   

من أجل  ;x    ّفإن ' 0f x   وبالتالً الدّالةf  متناقصة تماما على المجال ;. 

و من أجل  ;x     ّفإن ' 0f x   وبالتالً الدالةf ماما على المجال متزاٌدة ت ; . 

 .fجدول تغٌرات الدالة 

x                                                                  

 'f x      0         + 

 

 f x  

                                       
 
  

                               f                                           

. تبٌٌن أنّ المستقٌم 3 d  2ذا المعادلة 1y x   مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

   lim 2 1 lim lim 0x

xx x x

x
f x x xe

e



  
       

إذن المستقٌم  d  2المعادلة ذا 1y x   مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

. دراسة وضعٌة المنحنى 4 fC  بالنسبة للمستقٌم d. 

لدٌنا    2 1 xf x x xe      إشارةومنه    2 1f x x  هً نفس إشارة x. 

فً المجال  ;0 ،0x   أي   2 1 0f x x     ومنه fC  ٌقع فوق d. 

و فً المجال  0; ،0x   أي   2 1 0f x x    ومنه fC  ٌقع تحت d. 

و  fC  ٌقطع d  فً النقطة 0;1A. 

 نّ المنحنى ٌقبل نقطة انعطاف.. تبٌٌن أ5

لدٌنا    " 'f x g x   ومنه إشارة "f x  هً نفس إشارة 'g x. 

 "f x  وهذا ٌعنً أنّ النقطة  2وتغٌر من إشارتها بجوار  2تنعدم من أجل  2; 2B f  هً نقطة إنعطاف

للمنحنى  fC. 

. تبٌٌن أنّ 6 
22 1

1
f

 




 



. 

 لدٌنا  2 1f e       ولدٌنا   0g   معناه  1 2 0e     أي 
2

1
e 



  


 

إذن  
   22 1 1 22 2 1

2 1
1 1 1

f
    

 
  

    
    

   
 

. رسم 7 d  و fC 0,375؛ نأخذ  . 
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III-    2مستقٌم معادلتهy x    حٌث د حقٌقً.عد 

حتى يكون  .تعيين 1   مماسا للمنحنى fC .في نقطة يطلب تعيين إحداثياتها 

 ' 2f x  معناه  1 2 2xx e    ٌكافئ  1 0xx e   1 أيx  

لدٌنا   11 3f e   ؛ 

   مماس للمنحنى fC  إذا كان ٌشمل النقطة 11;3A e    ومنه 13 2 1e     11أي e   

11إذن من أجل  e   ٌكون    مماسا للمنحنى fC  ًنقطةالف  11;3A e . 

1عدد حلول المعادلة :  ،. المناقشة بيانيا، حسب قيم العدد الحقيقي 2 0
x

x

e
   

 

1 0
x

x

e
   

 
1تكافئ 

x

x

e
     2تكافئ 1 2

x

x
x x

e
      2ومنه 1 2xx xe x      

أي   2f x x  . 

1;1إذا كان  e      .فإنّ المعادلة لا تقبل حلول 

11إذا كان  e   1حلا واحدا مضاعفا و هو  فإن المعادلة تقبل. 

11إذا كان  ;1e     .فإنّ المعادلة تقبل حلٌن 

إذا كان  1;   .فإنّ المعادلة تقبل حلا واحدا 
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 الرابع:التمرين 

 .كما ٌلً:  المعرّفة على  نعتبر الدالة العددٌة 

 . معلم متعامد ومتجانسالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

 .على الشكل: ، تبٌٌن أنّه ٌمكن كتابة  

 لدٌنا 

                                     

                                          

          

 زوجٌة. أنّ الدّالة  إثبات 

ومنه   و لدٌنا لأن لكل عدد حقٌقً معاكس  فإنّ  من أجل 

 زوجٌة. الدالة 

 .و   حساب 

 . و  لأنّ   

 

ٌّر الدالة  دراسة     .اتجاه تغ

  

 .هً نفس إشارة  ومنه إشارة  ، حقٌقًمن أجل كل عدد 

 
 أي  وٌكافئ   تعنً

 
 أي  وٌكافئ   تعنً

 
 أي  وٌكافئ   تعنً

 .ومتزاٌدة تماما على المجال  متناقصة تماما على المجال  إذن الدالة 

ٌّرات الدالة   .جدول تغ

 

 

 

 

 

 

 

f   
1

ln 1
2

xf x x e  

 fC ; ,O i j

.1 f x   
1

ln 1
2

xf x x e   

       
1 1

ln 1 ln 1
2 2

x x xf x x e f x x e e       

 
1

ln ln 1
2

x xx e e   

 
1

ln 1
2

xx x e   

 
1

ln 1
2

xx e   

.2f

x x      
1

ln 1
2

xf x x e f x     

f

.3 lim
x

f x


 lim
x

f x


     
1

lim lim ln 1
2

x

x x
f x f x x e

 
       lim ln 1 0x

x
e


 

1
lim

2x
x


  

     lim lim lim
x x t

f x f x f t
  

    

.4f

 
   

1 1 2 1
'

2 1 2 1 2 1

x x x x

x x x

e e e e
f x

e e e

    
   

  

x 2 1 0xe   'f x1xe 

 ' 0f x 1 0xe  1xe 0x 

 ' 0f x 1 0xe  1xe 0x 

 ' 0f x 1 0xe  1xe 0x 

f ;0 0;

f

x                       0                 

         0  + 

 

 
                                              

 
  

                                       

 

 'f x 

 f x

 

ln 2
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أنّ المنحنى  إثبات 
 

 ٌطلب تعٌٌن معادلتٌهما. و ٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن مائلٌن

 معادلته  مستقٌم مقارب مائل  إذن للمنحنً  لدٌنا 

 .بجوار 

معادلته  مستقٌم مقارب مائل  إذن للمنحنً  ولدٌنا 

 .بجوار  

 .و ،رسم  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .بـ:  المعرّفة على المجال  نعتبر الدالة  

 .، من المجال  تحقّق أنّه من أجل كل عدد حقٌقً الأ ـ     

 لدٌنا 

ٌّر الدالة اـ استنت  .ج اتجاه تغ

  متبوعة بالدّالة  الدّالةهً مركب   نلاحظ أنّ الدالة

والدالة  وتأخذ قٌمها فً المجال   متزاٌدة تماما على المجال   لدٌنا الدالة اللوغارتمٌة النٌبٌرٌة

إذن للدالتٌن نفس الإتجاه وبالتالً تركٌبهما ٌكون دالة متزاٌدة تماما على المجال  متزاٌدة تماما على المجال 

 .متزاٌدة تماما على المجال  أي الدالة  

ٌّرات الدالة   .ب ـ جدول تغ

x 1                            

                     +   
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