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 العاشرالموضوع 
 التمرٌن الأوّل:

 ، نعتبر النقط: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 3; 1;2A   ، 1;1; 2B   و 4; 2;4G   والمستوي P  2الذي معادلته 3 8 0x y z   . 

مستقٌم اكتب تمثٌلا وسٌطٌا لل .1 AB ٌّن إحداثٌات نقطة تقاطع المستقٌم  L؛ ثمّ ع AB  والمستوي P. 

ٌّن أن 2 تنتمً للمستقٌم  G. أ ـ ب AB جح النقطتٌن وأنها مرA  وB .المرفقتٌن بمعاملٌن حقٌقٌٌن ٌطلب تعٌٌنهما 

ٌّن طبٌعة وعناصر      ب ـ ع E  مجموعة النقطM  :3من الفضاء التً تحققMA MB MA MB   . 

ـ اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم أ  3   الذي ٌشمل النقطةG  وٌعامد المستوي P ٌّن إحداثٌات  نقطة  H، ثمّ ع

تقاطع المستوي         P والمستقٌم . 

والمستقٌم Lب ـ استنتج المسافة بٌن النقطة     . 

. أ ـ اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي 4 AGH.ثمّ استنتج معادلة دٌكارتٌة له ، 

ٌّن أنّ المستوٌٌن ب ـ      ب AGH  و P  ٌتقاطعان وفق مستقٌم  d.ٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له 

 التمرٌن الثانً:

 ، المعادلة: ℂحل فً مجموعة الأعداد المركبة   (1

 و   ،، ، لتكن النقط:  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 .و  ،  ،  ،  التً لواحقها على الترتٌب:      

  نضع      

 وعمدة له، ثمّ فسر النتائج هندسٌا. أ ـ احسب طوٌلة العدد المركب     

 ٌطلب إٌجاد زاوٌته. إلى  وٌحول  إلى  ٌحول  ب ـ استنتج أنّه ٌوجد دوران وحٌد     

 .والتً تحقق:  ة ذات اللاحق مجموعة النقط  نسمً  (3

ٌّن أنّ      ٌّن المجموعة تنتمً إلى  أ ـ ب  .، ثمّ ع

ٌّن المجموعة بالدوران  صورة المجموعة  ب ـ نسمً       .. ع

 .ذات اللاحقة  النقطة  نرفق بالدوران  من المستوي المركب ذات اللاحقة  بكل نقطة  (4

ٌّن سابقة النقطة  .أ ـ اكتب العبارة المركبة للدوران       .بالدوران  ثمّ ع

ٌّن مجموعة النقط       .بحٌث:  ذات اللاحقة  ب ـ ع

 سالبا.حقٌقٌا  بحٌث ٌكون العدد   ، ثمّ استنتج مجموعة النقطأعط تفسٌرا هندسٌا لعمدة العدد  (5

 التمرٌن الثالث:

I- g  دالة معرّفة علىℝ  بالعبارة  1xg x e x   

ٌّرات الدّالة  1.  .ℝعلى  gادرس تغ

بٍهّ أنّ المعادلت 2.  0g x     تقبل حلا وحٍدا 1,3حٍث 1,2   . 

استىتج إشارة  3. g x  علىℝ. 
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II- f  دالة معرّفة علىℝ  :بالعبارة 
1

x

x

xe
f x

e



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 fC  تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

ٌّن أنّ  1. ب 
 

2
'

( 1)

x

x

e g x
f x

e



ٌّرات   .ℝى علf، ثمّ استنتج تغ

بٍهّ أنّ  2.  1f    ثمّ استنتج حصرا لــ ، f . 

ٌّن معادلة المماس  3. ع d لـ fC عند النقطة  ذات الفاصلة صفر، ثمّ ادرس الوضع النسبً لـ d و fC 

ٌّن أن المستقٌم 4. ب   ذا المعادلةy x مقارب مائل لـ fC فً جوار 

 ادرس وضعٌة5. fC  بالنسبة إلى ،  ثمّ ارسم d و  و fC. 

 التمرٌن الرابع:

I- بـ:   الدالة المعرّفة على المجال 

ٌّرات الدالة  (1 ٌّراتها.ادرس تغ  ، ثمّ شكّل جدول تغ

 .، من المجال  استنتج أنّه، من أجل كل  (2

II-   بـ:  الدالة المعرّفة على المجال 

 ( وحدة الطول  ). تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  و

 . فسّر النتٌجة بٌانٌا.احسب  ( أ (1

 .احسب  (ب   

ٌّن أنّه، من أجل كل  (أ  (2  .هً مشتقة الدالة  ، حٌث ، من المجال  ب

ٌّر الدالة  ادرس (ب    ٌّراتها.على المجال  اتجاه تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة  (جـ     .، ثمّ تحقق أن فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  ب

ٌّن أنّ المستقٌم  ( أ (3  .عند  مقارب مائل للمنحنى  ذا المعادلة   ب

 .بالنسبة إلى  ادرس وضعٌة المنحنى  (ب    

 .فً نقطة فاصلتها  ، مماس للمنحنى ذا المعادلة:  المستقٌم  نقبل أنّ  (4

 .احسب  ( أ    

 .ثمّ المنحنى  ارُسم المستقٌمٌن المقاربٌن والمماس  (ب    

ٌّم الوسٌط الحقٌقً  (جـ     ٌّن بٌانٌا ق  حلٌّن متماٌزٌن. ، بحٌث تقبل المعادلة ع
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 :العاشرحل الموضوع 

 التمرٌن الأوّل:

كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  .1 AB 

المستقٌم  AB  شعاع توجٌهه 

 عدد حقٌقً tحٌث  معناه   

ومنه  

3 2
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x t

y t t

z t
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 .أي   

ستقٌم نقطة تقاطع الم Lتعٌٌن إحداثٌات  AB  والمستوي P. 

نحل الجملة 
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تنتمً للمستقٌم  G. أ ـ تبٌٌن أن 2 AB. 

 G AB  معناه

4 3 2
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 .من المستقٌم  نجد النقطة   إذن من أجل  ٌكافئ  

 المرفقتٌن بمعاملٌن حقٌقٌٌن ٌطلب تعٌٌنهما. و  مرجح النقطتٌن  تبٌٌن أنّ 

  ومنه  ومنه   من أجل  تنتمً للمستقٌم  ٌنا لد

 و  مرجح النقطتٌن  إذن  ومنه  تكافئ و تكافئ 
 على الترتٌب. و  المرفقتٌن بـ 

 .من الفضاء التً تحقق:  مجموعة النقط  ب ـ تعٌٌن طبٌعة وعناصر 

 من الفضاء لدٌنا  إذن من أجل كل نقطة  مرجح الجملة  

 ولدٌنا 

 أي   معناه  

 ونصف  هً سطح الكرة التً مركزها  وبالتالً  ومنه  ولدٌنا 

 .قطرها 
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 .وٌعامد المستوي  الذي ٌشمل النقطة  أ ـ كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  3

 . ٌكون شعاع توجٌه للمستقٌم  فإنّ  ٌعامد  بما أنّ 

 عدد حقٌقً. حٌث  معناه  

 .أي  ومنه 

 .والمستقٌم نقطة تقاطع المستوي  عٌٌن إحداثٌات ت

 ومنه  ومنه  نحل الجملة 

    وعلٌه 

 .والمستقٌم ب ـ استنتاج المسافة بٌن النقطة 

 نقطة تقاطعهما  هً  على المستقٌم فإن المسقط العمودي لكل نقطة من المستوي ٌعامد بما أن

 .هً  مستقٌموال فإن المسافة بٌن النقطة  وبما 

ومنه   
 

  . أ ـ كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي 4

 تعٌن مستوٌا. Hو  A  ،Gومنه النقط   و  ،  لدٌنا 

 عددان حقٌقٌان. و  حٌث  معناه  

 .أي    ومنه 

 استنتاج معادلة دٌكارتٌة له.

  نجد و و  بجمع و بـ  بضرب المعادلة  

 . وهً معادلة المستوي   

 ٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له. ٌتقاطعان وفق مستقٌم  و  تبٌٌن أنّ المستوٌٌن ب ـ 

 شعاع ناظمً للمستوي  و  شعاع ناظمً للمستوي  لدٌنا 

 متقاطعان وفق و  غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستوٌان  و  إذن الشعاعان  و 

 . مستقٌم 

 نجد  و لمعادلتٌن بجمع ا معرّف بالجملة  المستقٌم 

  ومنه  نجد  بالتعوٌض فً  ومنه 
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 نجد      وبوضع 

 التمرٌن الثانً:

 ، المعادلة: ℂحل فً مجموعة الأعداد المركبة   (1

  أو  ٌكافئ  

 .حل المعادلة 

 .أو  ومنه  تكافئ  

 .حل المعادلة 

 .أو  للمعادلة حلان هما  

 .هً:  دلة إذن مجموعة حلول المعا

 و  ، ، ، لتكن النقط:  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 .و  ،  ،  ،  التً لواحقها على الترتٌب:      

  نضع       

 وعمدة له. أ ـ حساب طوٌلة العدد المركب 

 

 و  ومنه 

 تفسٌر النتائج هندسٌا.

 ومعناه  معناه  

 .عناه م 

  ٌطلب إٌجاد زاوٌته. إلى  وٌحول  إلى  ٌحول  ب ـ استنتاج أنّه ٌوجد دوران وحٌد 

  

 ومنه  نجد  من  بطرح 

  إلى  ٌحول  وحٌد فإنه ٌوجد دوران  غٌر معدوم  و  بما أنّه ٌوجد عدد مركب وحٌد 

 .زاوٌته  إلى  وٌحول 

 .والتً تحقق:  ذات اللاحقة  مجموعة النقط  نسمً  (3
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 .تنتمً إلى  أ ـ إثبات أنّ 

 .اذا كان  تنتمً إلى  

 ومنه  لدٌنا 

 .تنتمً إلى  وهذا ٌعنً أنّ 

 .تعٌٌن المجموعة 

 
 ومعناه  معناه 

 أي  و تكافئ  وتكافئ 

 باستثناء لمستقٌم هً نصف ا فإن تنتمً لـ  وبما أنّ  هً نصف مستقٌم مبدؤه بالتالً 

 .النقطة  

 .بالدوران  صورة المجموعة  ب ـ نسمً 

 .تعٌٌن المجموعة  

فإنّ    بما أنّ 
 

 . ستثناء النقطة با هو نصف المستقٌم  صورة 

 . أ ـ كتابة العبارة المركبة للدوران 

 فإنّ  و بما أنّ  من الشكل  العبارة المركبة للدوران 

 هً  وعلٌه العبارة المركبة للدوران  أي  ومنه 

 .بالدوران  تعٌٌن سابقة 

   ومنه   تكافئ   

 .أي  هً  بالدوران  إذن سابقة 

 .بحٌث:  ذات اللاحقة  ب ـ تعٌٌن مجموعة النقط 

 
 بالدوران  صورة النقطة لاحقة النقطة  ، حٌثتكافئ   تكافئ

  بحٌث  الً مجموعة النقط بالت ومنه  إذن  ولدٌنا 

 . ونصف القطر  هً الدائرة ذات المركز 

 . التفسٌرا هندسٌا لعمدة العدد  (5

 

 حقٌقٌا سالبا. بحٌث ٌكون العدد  استنتاج مجموعة النقط 

 حقٌقٌا سالبا إذا كان  ٌكون العدد 
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 المطلوبة هً القطعة المستقٌمة  ومنه مجموعة النقط  تكافئ  

 . و  استثناء النقطتٌن ب

 التمرٌن الثالث:

I- g  دالة معرّفة علىℝ  بالعبارة  1xg x e x   

رات الدّالة  1. ٌّ  .ℝعلى  gدراسة تغ

 lim lim 1x

x x
g x e x

 
      ّلأن lim 0x

x
e


 و lim 1

x
x


  . 

 lim lim 1x

x x
g x e x

 
        ّلأن lim 0x

x
e


 و lim 1

x
x


  . 

ودالتها المشتقة هً:  ℝ تقبل الإشتقاق على g الدالة ' 1xg x e  

x ،من أجل كل عدد حقٌقً ' 0g x   وعلٌه الدّالةg  متزاٌدة تماما علىℝ. 

ٌّرات:  جدول التغ

x          

 'g x          +         

 

 g x  

    
    

              0                      
                           

تبييه أنّ المعادلت 2.  0g x     تقبل حلا وحيدا 1,3حيث 1,2   . 

وبالتالً على المجال  ℝعلى مستمرة  g الدالة 1,3; 1,2   ولدٌنا 1,3 0,02g    ، 1,2 0.10g    أي

   1,3 1,2 0g g     ًومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌق  من المجال 1,3; 1,2  

بحٌث   0g    وبما أنّ الدالةg  متزاٌدة تماما علىℝ  ّفإن .وحٌد 

استنتاج إشارة  3. g x على ℝ. 

من أجل  ;x   ،  0g x  

من أجل  ;x   ،  0g x   ؛ و  0g  . 

II- f لة معرّفة علىدا ℝ  :بالعبارة 
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 

 
2

1

x

x

e g x

e



 

ٌّرات ااستنت  .ℝى علfج تغ

إشارة  'f x  هً وفس إشارة g x. 

فً المجال  ; ،  0g x   أي ' 0f x   إذن الدّالتf  متىاقصت تماما على المجال ;. 

وفً المجال  ;  ،  0g x   أي ' 0f x    إذن الدّالتf مجال متزاٌدة تماما على ال ; . 

 lim lim 0
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 .fجدول تغٌرات الدالة 
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 طرٌقة ثانٌة:
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ج حصرا لــ ااستنت f . 

1,3 1,2     0,3معناه 1 0,2      أي 0,3 0,2f    . 

معادلة المماس  تعٌٌن 3. d لـ fC .عند النقطة  ذات الفاصلة صفر 
 

    ' 0 0 0y f x f   ولدٌنا  
1
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2
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الوضع النسبً لـ دراسة d و fC
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لدٌنا  2 1 0xe    ومنه إشارة 
1

2
f x x  هً نفس إشارة 1xx e . 

   0  x 

 +               0                          x 

  +               0       1xe  

  + + 
 

1

2
f x x 

 fC
 

فوق  d                fC
 

فوق  d 

 ٌمس        

  
 الوضعٌة    

أن المستقٌم  تبٌٌن4.   ذا المعادلةy x مقارب مائل لـ fC فً جوار  

لدٌنا  
1 1 1

x x x
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xe xe xe x x
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e e e
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lim lim lim lim 0
1 1 1
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  
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    
    

   

 

المستقٌم ومنه   مقارب مائل لـ fC  فً جوار. 

 وضعٌة دراسة5. fC  بالنسبة إلى . 

 إشارة f x x  هً نفس إشارةx. 

 0  x 

        0    +  f x x 

 

   fC
 

تحت  
             fC

 
فوق   

 
 الوضعٌة

 fC
 

و    ًٌتقاطعان فO. 

رسم  d و  و fC. 
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 الرابع:التمرٌن 

I-  بـ:   الدالة المعرّفة على المجال 

ٌّرات الدالة  (1  .دراسة تغ

و   لأنّ  

 

  

  ولدٌنا: تقبل الإشتقاق على  الدّالة

 .إشارة  نفسهً   ومنه إشارة و  ، من أجل كل 

ومتزاٌدة تماما على المجال متناقصة تماما على المجال  إذن الدّالة 
 

. 

ٌّرات الدّالة   .جدول تغ

 

 

 

 

 

 .، من المجال  ج أنّه، من أجل كل ااستنت (2

 .وبالتالً  ،من المجال  ه من أجل كل جدول التغٌرات أنّ نلاحظ من 

II-   بـ:  الدالة المعرّفة على المجال 

 .  حساب ( أ (1

  ومنه 

 النتٌجة بٌانٌا. تفسٌر

 .ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته  إذن   لدٌنا

 . حساب (ب   

 و   لأنّ 

 .هً مشتقة الدالة  ، حٌث ، من المجال  أنّه، من أجل كل  تبٌٌن (أ  (2
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ٌّر الدالة دراسة (ب      .على المجال   اتجاه تغ

متزاٌدة  وبالتالً الدالة  إذن  و  ، من المجال  لدٌنا من أجل كل

 تماما على 

ٌّرات جدول   . الدالةتغ

x                             

            +                 

 

 

     

                   
 

 .تحقق أن ال، ثمّ فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  أنّ المعادلة  تبٌٌن (جـ

المعادلة  إذن من أجل كل عدد حقٌقً   وتأخذ قٌمها فً  مستمرة و متزاٌدة تماما على المجال  الدالة

وبالأخص المعادلة  تقبل حلا وحٌدا فً المجال  
 

 فً المجال تقبل حلا وحٌدا 

 
 .فإنّ  وبما أنّ 

 .عند  مقارب مائل للمنحنى  ذا المعادلة   أنّ المستقٌم  تبٌٌن ( أ (3

مقارب مائل  ومنه المستقٌم  لدٌنا 

 .عند  للمنحنى 

 .بالنسبة إلى  وضعٌة المنحنى  دراسة (ب

 هً من نفس إشارة ومنه إشارة   

 أي  وتكافئ  معناه  

 أي  وتكافئ  معناه  
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         x 

                          +0                        

فوق     
       

 الوضعٌة  تحت 

 . فً النقطة التً إحداثٌاها  ٌقطع  و

 .فً نقطة فاصلتها  ، مماس للمنحنى ذا المعادلة:  نقبل أنّ المستقٌم  (4

 . حساب ( أ    

 .ومنه  1مٌلة ٌساوي   المستقٌم

 وتكافئ  تكافئ   معناه 

     أي  

 .ثمّ المنحنى  المستقٌمٌن المقاربٌن والمماس  رسم (ب

 

ٌّم الوسٌط الحقٌقً  تعٌٌن (جـ  حلٌّن متماٌزٌن. ، بحٌث تقبل المعادلة بٌانٌا ق

ٌّمأتقبل حلٌّن متماٌزٌن من  المعادلة   .من المجال   جل ق
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