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 الموضوع الحادي عشر
: التمرين الأوّل

 في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; : ;O i j k
  

 نعتبر النقط  1;1;0A، 1;0;2B   ، 1;0;1C  

والمستوي  P الذي تمثٌل وسٌطً له 

1

2

3 3

x

y

z



 

 

 


  
   

 . عددان حقٌقٌان و  حٌث 

ٌّن أنّ C و A ،B تحقق أنّ النقط .1 2 لٌست فً استقامٌة، ثمّ ب 1 0x y   هً معادلة للمستوي  ABC. 

أ ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 2 P .

 نقطة من C    ب ـ تحقق أنّ  P .  

أ ـ تحقق أنّ المستوٌٌن . 3 Pو  ABC ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  متعامدان، ثمّ ع مستقٌم تقاطعهما . 

  والمستقٌم A   ب ـ احسب المسافة بٌن النقطة  . 

:  مرجح الجملةGلتكن. 4      2;3 , ; , ;A B C  حٌث . 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً   . موجودةG ففنّ    أ ـ ب

ٌّن قٌمة   إلى المستقٌم G حتى تنتمً   ب ـ ع . 

: التمرٌن الثانً

 .:  ، المعادلةℂ  حل فً مجموعة الأعداد المركبة (1

  و ، ، ، :  لتكن النقطالمستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 . و  ،  ،  ، : التً لواحقها على الترتٌب

 . و ، ، ، على الشكل الأسً، ثمّ علم النقط  و أ ـ اكتب 

 .ب ـ ما طبٌعة المثلث 

 .:  حٌث لاحقتها  النقطة  لاحقتها  الذي ٌرفق بكل نقطة  لٌكن الدوران (3

ٌّن مركز وزاوٌة الدوران   .أ ـ ع

ٌّن أنّ لاحقة النقطة .  بالدوران  صورة النقطة ب ـ لتكن النقطة   . هً ب

 . متعامدان و  على الشكل الجبري، ثمّ استنتج أنّ المستقٌمٌن جـ ـ اكتب العدد 

 .:  حٌث، نرفق العدد المركب  عن  لكل عدد مركب ٌختلف (4

ٌّن المجموعة .  عددا تخٌلٌا صرفا بحٌث ٌكون  ذات اللاحقة  مجموعة النقط    ـ لتكن   .   ع

 . مرجح الجملة  لتكن (5

ٌّن   . لاحقة النقطة أ ـ ع

 .:  من المستوي حٌث هً مجموعة النقط ب ـ 

ٌّن طبٌعة  تنتمً إلى    ـ تحقق أنّ   .، ثمّ ع
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 :انتمسٌه انثانث

:  اندانح انعددٌح انًعرفح تًا ٌهً fنتكٍ 
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     َطًً  fC انًُحًُ انًًثم نهدانحf فً انًطتٕي انًُطٕب انى انًعهى انًتعايد ٔ انًتجاَص  , ,O i j
 
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2)   ٌَ تٍٍ أ lim 1
x
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  ثى فطر انُتٍجح ُْدضٍا . 

 حٍث ، xتٍٍ أَّ يٍ أجم كم عدد حمٍمً  (أ (3   0; ;x e e  : 
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 . ٔ شكم جدٔل تغٍراتٓا fاضتُتج اتجاِ تغٍر اندانح  ( ب

أكتة يعادنح انًًاش  (4 T ًُنهًُح  fC 1 عُد انُمطح ذاخ انفاصهح .

تٍٍ أَّ يٍ أجم  (5   0; ;x e e  ،  
 
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
ٌَ انًُحًُ   ثى اضتُتج أ fC ٌمثم َمطح 

 .اَعطاف ٌطهة تعٍٍُٓا 

أحطة (6 4f أرضى  T ٔ  fC. 

 انًعرفح عهى gَعتثر اندانح انعددٌح  (7 ;e e  تـ :   g x f x. 

ٌَ اندانح  ( أ  .زٔجٍح gتٍٍ أ

اشرح كٍفٍح انحصٕل عهى  ( ب gC ٍاَطلالا ي  fC ثى ارضى  gC. 

: التمرٌن الرابع

   فً المستوي المنحنى الممثل للدالة  ، نسمً :  بـالدّالة المعرّفة على المجال 

 2cmٔحدجانطٕل . يعهى يتعايد ٔيتجاَصالمنسوب إلى 

 . و فسّر النتٌجتٌن بٌانٌا و أ ـ احسب . 1

ٌّن أنه من أجل كل عدد حقٌقً من المجال   .:     ب ـ ب

ٌّر الدالة  ٌّراتها    جـ ـ ادرس اتجاه تغ  . و شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المنحنى . 2  . ٌطلب تعٌٌن إحداثٌٌهاE ٌقبل نقطة انعطاف أ ـ ب

 . الذي ٌشمل المبدأ  للمنحنى ب ـ اكتب معادلة المماس 

  . و ، ارسم . 3

 .، عدد حلول المعادلة ناقش بٌانٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً الموجب تماما . 4
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 حل الموضوع الحادي عشر
: التمرين الأوّل

 في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; : ;O i j k
  

 نعتبر النقط  1;1;0A، 1;0;2B   ، 1;0;1C  

والمستوي  P الذي تمثٌل وسٌطً له 
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 . عددان حقٌقٌان و  حٌث 

 لٌست فً استقامٌة، C و A ،B التحقق أنّ النقط .1

  2; 1;2AB  


 ،  2; 1;1AB  


AB من الواضح أنّ الشعاعٌن 


AC و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه النقط 

 A ،B و Cلٌست فً استقامٌة  .

2تبٌٌن أنّ   1 0x y   هً معادلة للمستوي  ABC .

2لدٌنا  1 1 2 1 0A Ax y      ، 2 1 1 0 1 0B Bx y       ،2 1 1 0 1 0C Cx y       ومنه 

2 تحقق المعادلة C و A ،Bإحداثٌات النقط  1 0x y   ً2 وبالتال 1 0x y   معادلة للمستوي  ABC. 

أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي. 2 P .
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 من  1 1 نجدx   ًبالتعوٌض ف  2و  3 نجد 
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بضرب  5 1 بالعدد 2 وبجمع المعادلتٌن نجد 3y z x    2 ومنه 3 0x y z     هً معادلة دٌكارتٌة 

للمستوي  P .

 نقطة من Cب ـ التحقق أنّ  P  .

لدٌنا  2 3 2 1 0 1 3 0C C Cx y z         ومنه  C P.  

أ ـ التحقق أنّ المستوٌٌن . 3 Pو  ABCمتعامدان   .

لدٌنا  1; 2;0n 


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  ABC و  ' 2;1; 1n 


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  P .

و      . ' 1 2 2 1 0 1 0n n     
 

n' ومنه  n
 

 أي المستوٌان  Pو  ABCمتعامدان  .

تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  مستقٌم تقاطعهما  .

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء  .

إذا كانت  M     ففن إحداثٌاتها تحقق الجملة 
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من  1 2 نجد 1x y  ًبالتعوٌض ف  2 نجد  2 2 1 3 0y y z     5 ومنه 1 0y z    أي 

5 1z y  وبوضع y t نجد  

2 1

:

5 1

x t

y t

z t
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 . عدد حقٌقً t حٌث 

  والمستقٌم A   ب ـ احسب المسافة بٌن النقطة  . 

بما أن  Pو  ABC متعامدان و  A ABC ففن      ; ;d A d A P  

لدٌنا   
 2 1 1 1 3 5

;
4 1 1 6

d A P
  

 
 

 ومنه   
5

;
6

d A   .

:  مرجح الجملةGلتكن. 4      2;3 , ; , ;A B C  حٌث . 
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.  موجودةG ففنّ    أ ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً 

G 23 موجودة معناه 0    

1 12 11     23 ومنه المعادلة 0    ًلا تقبل حلولا أي من أجل كل عدد حقٌق  ،23 0    

 . موجودةG ففنّ وعلٌه أجل كل عدد حقٌقً 

 إلى المستقٌم G حتى تنتمًب ـ تعٌٌن قٌمة   .

لدٌنا 
2 2

2 2 2

3 3 2
; ;

3 3 3
G

   

     

   
 

      
 إلى المستقٌم G حتى تنتمً  ٌكفً أن تنتمً إلى  P 
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: طرٌقة ثانٌة

لدٌنا  C  لأنها تنتمً لـ  Pو تنتمً لـ  ABC و  2;1;5u


 شعاع توجٌه للمستقٌم  . 

:  مرجح الجملةGولدٌنا       2;3 , ; , ;A B C   إذن من أجل كل نقطة M من المستوي لدٌنا : 
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: التمرٌن الثانً

 .: ، المعادلةℂ   حل فً مجموعة الأعداد المركبة(1

 . و  للمعادلة حلان هما 

  و ، ، ، :  لتكن النقطالمستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 . و  ،  ،  ، : التً لواحقها على الترتٌب

 . و ، ، ، على الشكل الأسً، و علم النقط  و أ ـ كتابة 

   ومنه  بحٌث  ، 

 .  ، وعلٌه 
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 .ب ـ طبٌعة المثلث 

 

 

 

 . متقاٌس الأضلاع بالتالً المثلث ومنه 

 .:  حٌث لاحقتها  النقطة  لاحقتها  الذي ٌرفق بكل نقطة  لٌكن الدوران (3

 .أ ـ تعٌٌن مركز وزاوٌة الدوران 

  هً  وزاوٌته  ذات اللاحقة العبارة المركبة للدوران الذي مركزه 

. وزاوٌته  هو النقطة  ومنه مركز الدوران   تكافئ لدٌنا 
 

 . بالدوران  صورة النقطة ب ـ لتكن النقطة 

 . هً إثبات أنّ لاحقة النقطة 

  وتكافئ  معناه لدٌنا 

 .وعلٌه 

 .  على الشكل الجبريجـ ـ كتابة العدد 

. 

 . متعامدان و استنتاج أنّ المستقٌمٌن 

  أي  وهذا ٌعنً أنّ  ومنه لدٌنا 

 . متعامدان و ومنه المستقٌمان 

 .:  حٌث، نرفق العدد المركب  عن  لكل عدد مركب ٌختلف (4

 .  عددا تخٌلٌا صرفا بحٌث ٌكون  ذات اللاحقة  مجموعة النقط ـ لتكن 

 . المجموعة تعٌٌن

   و   أو  أي  معناه تنتمً لـ 

 .ولدٌنا 
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 . و  أو  معناه تنتمً لـ وعلٌه 

 . باستثناء النقطة  هً الدائرة التً قطرها بالتالً 

 . مرجح الجملة  لتكن (5

 . لاحقة النقطة أ ـ تعٌٌن 

  مرجح الجملة  ومنه  ،  ، لدٌنا 

 

 .:  من المستوي حٌث هً مجموعة النقط ب ـ 

 .  تنتمً إلى ـ التحقق أنّ 

 .تنتمً إلى    ومنه (محققة)  ومنه 

 . تعٌٌن طبٌعة 

  من المستوي لدٌنا من أجل كل نقطة 

 و 

 
 . أي تعنً 

 . ومنه ولدٌنا 

 . ونصف قطرها  هً الدائرة التً مركزها بالتالً 

 :التمرٌن الثالث

:  اندانح انعددٌح انًعرفح تًا ٌهً fنتكٍ 
     

 

ln
; 0; ;
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0 1
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     َطًً  fC انًُحًُ انًًثم نهدانحf فً انًطتٕي انًُطٕب انى انًعهى انًتعايد ٔ انًتجاَص  , ,O i j
 
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 ٌّ لأ 
0

lim ln 0
x

x x x






  

 ٔيُحُاْا انثٍاًَ ٌمثم حايم يحٕر انتراتٍة يًاضا نّ عُد انُمطح  0 لا تمثم الإشتماق عُد f اندانح :انتفسٍس

انتً إحداثٍاْا  0; 1 

2أنَ   تثٍٍه  lim 1
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f x
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: انتفسٍس fC 
1yٌمثم يطتمٍى يمارب يعادنتّ    تجٕار . 

3 أوً مه أخم كم عدد حقٍقً تثٍٍه (أ x ، حٍث    0; ;x e e  : 
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  f اتداي تغٍس اندانة استىتاج (ب

يٍ أجم كم    0; ;x e e  ٌٌٕك  ' 0f x  ٔتانتانً اندانح f يتساٌدج تًايا عهى  0;e ٔ  ;e  

. fخدَل تغٍسات اندانة 

                 e   0         x 

 +  + 'f x 
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 f x 

4معادنة انمماض  كتاتة  T ًنهمىحى  fC 1 عىد انىقطة ذات انفاصهة. 
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1 ln

x
f x

x x





 ثم استىتح أنَ انمىحىً  fC ٌقثم وقطة   

 .اوعطاف ٌطهة تعٍٍىٍا 

: تركٍس
2

1 '
'

f

f f

 
 

 
 

يٍ أجم    0; ;x e e ندٌُا  :

 
   

 

   

 

2
2

4 42 2

1
1 ln 2 1 ln 1 ln 2 1 ln

"
1 ln 1 ln

x x x x xx
f x

x x x x

  
            

     
 

 

 
  

   
4 32 2

1 ln 1 ln 2 1 ln
"

1 ln 1 ln

x x x
f x

x x x x

    
 

 
 

إشارج  "f x 1 ًْ َفص إشارج ln x ٌلأ  
32 1 ln 0x x  يٍ أجم كم    0; ;x e e 
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 " 0f x  ًُ1 تع ln 0x  ٔتكافئ ln 1x   أي 
1

x
e

 

 " 0f x  ًُ1 تع ln 0x  ٔتكافئ ln 1x   أي 
1

x
e

 

 
1

e
 0 

x 

 +       0                  "f x 

 "f x تُعدو عُد انعدد 
1

e
 ٔتغٍر يٍ إشارتٓا ٔ يُّ انُمطح ذاخ الإحداثٍتٍٍ 

1 1
;

2e

 
 

 
 ًْ َمطح إَعطاف 

نهًُحُى  fC. 

6حساب  4f ثم ازسم  T َ  fC .

 

7  َعتثر اندانح انعددٌحg انًعرفح عهى  ;e e 
 

: تـ    g x f x. 

g أنَ اندانة تثٍٍه (أ
 .شَخٍة  

 0 يتُاظر تانُطثح نـ gDندٌُا 

       g x f x f x g x     

 كٍفٍة انحصُل عهى شسذ ( ت gC اوطلاقا مه  fC ثم ازسم  gC. 

       

       

; 0; ;

; ; ;0

g x f x x e e

g x f x x e e

    


      

 

نًا    0; ;x e e   ٌٌٕك  gC يُطثك عهى  fC ٔتًا أٌ اندانح g ٌزٔجٍح فإ  gC ٌٌٕك 

 يتُاظر تانُطثح نًحٕر انتراتٍة 

 :انتمسٌه انساتع

f فً المستوي المنحنى الممثل للدالة  ، نسمً :  بـ الدّالة المعرّفة على المجال   

 2cmٔحدجانطٕل . يعهى يتعايد ٔيتجاَصالمنسوب إلى 

  و أ ـ حساب . 1

(T)

(Cf)
(Cg)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

 0; 
ln x

f x
x

 Cf

 ; ,O i j
 

 lim
x

f x


 
0

lim
x

f x



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 . و   لأنّ 

 .تفسٌر النتٌجتٌن بٌانٌا

 (محور الفواصل)  ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته  ففنّ بما أنّ 

 (محور التراتٌب)  ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته  ومنه و 

 .:  من المجال ب ـ تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً

 

ٌّر الدالة   جـ ـ دراسة اتجاه تغ

 . هً من نفس إشارة إشارة 

 . أي  وٌكافئ  معناه 

  أي  وٌكافئ  معناه 

 . أي  وٌكافئ  معناه 

 . ومتناقصة تماما على  متزاٌدة تماما على إذن الدّالة 

ٌّرات الدالة   .جدول تغ

x  0                                          

             +        0     

 

 
                     

 
                   0 

 

 . ٌطلب تعٌٌن إحداثٌٌهاE ٌقبل نقطة انعطافأ ـ تبٌٌن أنّ المنحنى . 2

 

 . هً نفس إشارة  ومنه إشارة ،  من المجال من أجل كل عدد حقٌقً

  أي  وتكافئ  معناه 

  أي  و تكافئ  معناه 

                                 0 x 

 + 0       

 
ln

lim lim 0
x x

x
f x

x 
 

 
0 0

ln
lim lim

x x

x
f x

x 
 

  
0

lim ln
x

x




 
0

lim 0
x

x








 lim 0
x

f x


 C0y 

 
0

lim
x

f x




  C0x 

x 0;  2

1 ln
'

x
f x

x




  2 2

1
. ln

1 ln
'

x x
xxf x

x x




 

f

 'f x1 ln x

 ' 0f x 1 ln 0x ln 1x x e

 ' 0f x 1 ln 0x ln 1x 0 x e 

 ' 0f x 1 ln 0x ln 1x x e

f 0;e ;e 

f

e 

 'f x 

 f x

1

e



 C

 
   

2

4 4 3 3

1
. 2 1 ln 2 1 ln 1 2 2ln 3 2ln

"

x x x x x x x xxf x
x x x x


         

   

x 0;3 0x  "f x3 2ln x 

 " 0f x 3 2ln 0x  
3

ln
2

x 3x e

 " 0f x 3 2ln 0x  
3

ln
2

x 3x e

3e 

 "f x
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 هً نقطة انعطاف  ومنه النقطة  وتغٌر من إشارتها بجوار  تنعدم عند العدد 

 .للمنحنً 

 . الذي ٌشمل المبدأ  للمنحنى جـ ـ كتابة معادلة المماس 

 معادلة المماس من الشكل 

   وتكافئ  معناه 

0وتكافئ 

0

1 2ln
0

x

x

 
 أي  وتكافئ  

  أي إذن معادلة المماس هً 

  . و رسم . 3

المناقشة بٌانٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً الموجب . 4

 .، عدد حلول المعادلةتماما

  وتكافئ  تكافئ

  أي وتكافئ 

وبالتالً المعادلة تقبل  ففنّ إذا كان 

 .حلا وحٌدا

 وبالتالً  ففنّ إذا كان 

 المعادلة تقبل حلٌن متماٌزٌن

 وبالتالً المعادلة تقبل  ففنّ إذا كان 

 .حلا مضاعفا

 . وبالتالً المعادلة لٌس لها حلول ففنّ إذا كان 

 "f x3e3e  3 3;E e f e

 C

 D CO

    0 0 0'y f x x x f x  

 O D    0 0 00 ' 0f x x f x  0 0
0 2

0 0

1 ln ln
0

x x
x

x x

 
   

 

0

1
ln

2
x 0x e

 'y f e x
1

2
y x

e


 D C

mxm x
xm xln lnxm xln lnx m x

ln
ln

x
m

x
  lnf x m

0 1m ln 0m 

1

1 em e 
1

0 ln m
e

 

1

em e
1

ln m
e



1

em e
1

ln m
e


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