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                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 الموضوع الأوّل                                                       

 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ; ;O i j k
  

 

 نعتبر النقطتٌن 3; 2;2A و 0;4; 1B . 

 اكُتب معادلة للمستوي.1 1Pالذي ٌشمل Aو  1;0; 1u 


 . شعاع ناظمً له

2. 2Pالمستوي الذي ٌحوي المستقٌم  AB وٌعامد المستوي  1P. 

ٌّن أنّ    أ ـ  ب 1;1;1v


 شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

 اكُتب معادلة للمستوي ب ـ    2P. 

 : حٌثD وC نعتبر النقطتٌن .3 6;1;5CوDمعرّفة بـ  : 0; 3; 6CD  


. 

ٌّن أنّ المثلثأ ـ     . واحسب مساحتهA قائم فACDً ب

ٌّن أنّ المستقٌم ب ـ     ب AB عمودي على المستوي  ACD. 

 .ACDB احُسب حجم رباعً الوجوهجـ ـ   

 :التمرٌن الثانً

0 اللاحقة ذات A ، النقطةنعتبر فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  1z i  

عيّن ثّم أنشئ  (أ (1  مجموعة النقط  M z0:  من المستوي حيث 2 iz z e   و  يمسح . 

عيّن ثم أنشئ  (   ب ' مجموعة النقط  M zمن المستوي حيث  :
3

4

0

i

z z ke
 

 
   و k يمسح  

عيّن إحداثيات نقطة تقاطع  (   ج  و  '. 

 حيث 1z النقطة التي لاحقتها Bنسمي  (2
3

4

1 0 2
i

z z e
 

 
   

1عيّن الشكل الجبري للعدد المركب  (  أ 0

0

z z

z


 .OAB، ثم استنتج طبيعة المثلث 

 وزاويته A بالدوران الذي مركزه B   صورة النقطةC   لاحقة النقطة2zعيّن  ( ب
2


 

ٌّن العددٌن  (  ج  مرجحا للجملة O بحٌث تكون النقطة و ع    ; , ;A B  2 و   

ٌّن ثم أنشئ  (  د ع Eمجموعة النقطM من المستوي حٌث :    1 2 . 0MA MC MA MC   
   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ; ,O u v
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 :التمرٌن الثالث

I)  نعتبر الدّالة العددٌةg المعرفة على بـ  :   2 2xg x x e   

ٌّرات الدالة /1  .g ادرس تغ

ٌّن أنّ المعادلة /2  ب  0g x  تقبل حلٌن أحدهما معدوم والآخر  1.59 حٌث 1.60  

استنتج إشارة / 3 g x على . 

II)  نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على بـ    :
 

 

2

; 0
1

0 0

x

x
f x x

e

f







 




 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّن أنّ الدالة/1   مستمرة عند القٌمة f ب
0 0x . 

0 عند f ادرس قابلٌة إشتقاق الدالة /2 0x ثم فسر النتٌجة . 

 احسب /3 lim
x

f x


 و  lim
x

f x


. 

ٌّن أنه من أجل كل عدد حقٌقً /4  غٌر معدوم ، x أ ـ ب 
 

 
2

'
1x

xg x
f x

e



 

ٌّر الدالة  ٌّراتهاf    ب ـ استنتج اتجاه تغ  . وشكل جدول تغ
ٌّن أنّ / 5 أ ـ ب   2f     ثمّ استنتج حصرا للعدد ، f . 

    ب ـ لٌكن   المنحنى الممثل للدالة K 0; المعرفة على المجال  بـ  :  2K x x  

       ـ احسب    lim
x

f x K x


  ماذا تستنتج ؟  

       ـ ادرس الوضعٌة النسبٌة لـ  fCبالنسبة لـ   0; على المجال  . 

    جـ ـ ارسم  و  fC. 

2:  عدد وإشارة حلول المعادلة التالٌةm ناقش بٌانٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً /6 0xx me m   
 :التمرٌن الرابع

 nu متتالٌة معرّفة على ً0:  كما ٌل 5u  13 و 4n nu u  . 

 2uو 1uاحسب  (1

n ،2nuبرهن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً  (2 . 

ٌّن أنّ  (3 ب nu ّمتناقصة، ثمّ استنتج أن  nuاحسب .  متقاربةlim n
n

u


 

n ،2nنضع من أجل كل عدد طبٌعً  (4 nv u . 

ٌّن أنّ    ـ ب nv متتالٌة هندسٌة، ثمّ اكتب nv بدلالة n. 

0: لٌكن (5 1 ...n nS v v v    0 و 1 ...n nT u u u    
 .، ثمّ احسب نهاٌتٌهماnT وnS، عبارتً n  ـ عٌن بدلالة 
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 الموضوع الثانً
 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ; ;O i j k
  

 

نعتبر النقط  1;0;0A،  0;2;0B،   0;0;3C و 
1 2

; ;1
3 3

G
 
 
 

 ، D المستقٌم الذي ٌشمل  

وشعاع توجٌهه   Aالنقطة 
3

1;1;
2

u
 
 
 


و    المستقٌم الذي ٌشمل النقطة C وشعاع توجٌهه 

1
;1; 3

2
v
 

 
 


  

 اكُتب تمثٌلا وسٌطٌا لكل من المستقٌمٌن .1 Dو  ثمّ ادرس الوضع النسبً لهما . 

ٌّن أنّ .2 0GA:  ب GB GC  
   

 ؟G، ماذا تستنتج بالنسبة للنقطة 

ٌّن شعاعا ناظمٌا .3 n ع


 للمستوي  ABC؛ ثمّ اكُتب معادلة له. 

 والمستوي O احُسب المسافة بٌن النقطة .4 ABC. 

5. H المسقط العمودي للنقطةB على المستقٌم  D. 

 .H جد احداثٌات النقطة    أ ـ

 والمستقٌم B استنتج المسافة بٌن النقطة ب ـ    D. 

 :التمرٌن الثانً

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 2cmالوحدة  . 

:  ذاخ انلاحقتٍهA َ Bوعتثر انىقطتٍه 
Az i َ 2Bz عهى انترتٍة  

 2 ونسبته A الذي مركزه h بالتحاكً B صورة النقطة  1B أ ـ عٌن لاحقة النقطة .1

ٌّن لاحقة النقطة   وزاوٌته A الذي مركزه r بالدوران 1B صورة النقطة B'   ب ـ ع
4


. 

 : بحٌثz' ذات اللاحقة M' النقطة z ذات اللاحقةM الذي ٌرفق بكل نقطةfنعتبر التحوٌل النقطً. 2

             ' 1 1z i z   

ٌّن طبٌعة التحوٌل  .f بالتحوٌل B هً صورة  B' وعناصره الممٌزة؛ ثم استنتج أنّ fأ ـ ع

ٌّن أنه من أجل كل عدد مركب  :  لدٌناi ٌختلف عن zب ـ ب
'

A

z z
i

z z


 


 

 .AMM'ج ـ استنتج طبٌعة المثلث 

أ ـ حدد الطبٌعة والعناصر الممٌزة لـ . 3 E مجموعة النقط  M z2:  من المستوي بحٌث 2z   

ٌّن أنّ     ب ـ ب  ' 3 2 1 2z i i z     ثم استنتج أنه إذا كانت ، M E ّفإن 'M تنتمً لدائرة  C 

ٌُطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرها         . 
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 :التمرٌن الثالث

 المعرّفة على f نعتبر الدّالة .1 0;بالشكل   :
 

 

 

ln 1
; 0

0 1

x
f x x

x

f


 


 

 

 fC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّن أنّ .  .0 مستمرة عند f ب

 المعرّفة على g لتكن الدّالة .2 0;بالشكل  :   
2 3

ln 1
2 3

x x
g x x x

 
     

 
 

ٌّرأ ـ       .gالدّالة  ادرس اتجاه تغ

 احسب     ب ـ 0g ثمّ استنتج أنّه على المجال  0; : 
2 3

ln 1
2 3

x x
x x

 
    

 
. 

ٌّن أنّه على المجال جـ ـ      بطرٌقة مماثلة، ب 0;:  
2

ln 1
2

x
x x

 
   

 
.  

:  استنتج، من ااسئلة السابقة أنّ د ـ    
 

2

ln 11 1

2 2 3

x x x

x

 
     . ّوأنf 0 قابلة للاشتقاق عند  . 

 المعرّفة على hلتكن الدالة  .3 0;بـ  :   ln 1
1

x
h x x

x
  


. 

ٌّر الدّالة   أ ـ    ٌّن إشارة hادرس اتجاه تغ ، ثمّ ع h xٌّم  .x حسب ق

ٌّن أنّه من أجل كلب ـ      من x ب 0; : 
 

2
'

h x
f x

x
. 

ٌّرات    جـ ـ  . عند f موضحا نهاٌةf أعط جدول تغ

 اكُتب معادلة المماس     د ـ T للمنحنى  fC 0 عند النقطة ذات الفاصلة. 

ارسم . 4 Tَ  fC. 

 :التمرٌن الرابع

I fهً الدالة المعرّفة على المجال بـ   :   ln 1f x x x   

1حدّد حسب قٌم x إشارة ، f x x 

2 ٌّر الدالة ٌّن اتجاه تغ   .f   أ ـ ع

     ب ـ تٍهّ أوً إذا كان  2; 1x e  ّفإن    2; 1f x e  

II  nu المتتالٌة المعرّفة على ً0:  كما ٌل 1u e  و من أجل كل  n من  ، 1 ln 1n n nu u u    

1 برهن بالتراجع أنه من أجل كل n من  ، 2; 1nu e . 

2 ٌّر المتتالٌة  ادرس اتجاه تغ nu.  

3 برّر تقارب المتتالٌة  nuثم احسب نهاٌتها ،. 
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 :الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ; ;O i j k
  

 
 نعتبر النقطتٌن 3; 2;2A و 0;4; 1B . 

 كتابة معادلة للمستوي.1 1Pالذي ٌشمل Aو  1;0; 1u 


 . شعاع ناظمً له

المستوي  1P 0 له معادلة من الشكلx z d   ولدٌنا  1A P ً3 تعن 2 0d   1 أيd   وعلٌه  

1 0x z   هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  1P. 

2. 2Pالمستوي الذي ٌحوي المستقٌم  AB وٌعامد المستوي  1P. 

   أ ـ تبٌٌن أنّ  1;1;1v


 شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

لدٌنا  3;6; 3AB  


u و 


 شعاعً توجٌه للمستوي  2P ٌّحوي المستقٌم وهما غٌر مرتبطٌن خطٌا ان AB وٌعامد 

المستوي  1P ولدٌنا  . 1 1 1 0 1 1 0v u       
 

 و    . 1 3 1 6 1 3 0v AB       
 

 

vومنه  AB
 

v و  u
 

  أي شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

  ب ـ كتابة معادلة للمستوي   2P. 

المستوي  2P 0 له معادلة من الشكلx y z d    ولدٌنا  2B P ً0 تعن 4 1 0d    3 أيd   

3وبالتالً  0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  2P. 

 : حٌثD وC نعتبر النقطتٌن .3 6;1;5CوDمعرّفة بـ  : 0; 3; 6CD  


. 

  A قائم فACDًأ ـ تبٌٌن أنّ المثلث

ADلدٌنا  AC CD 
  

 ولدٌنا  3;3;3AC


 ومنه  3;0; 3AD 


 

 إذن  . 3 3 3 0 3 3 0AC AD       
 

AC وهذا ٌعنً أن  AD
 

  .A  قائم فً ACD وبالتالً المثلث 

 :2طرٌقة 

ADلدٌنا  AC CD 
  

 معناه 
2

. .AD AC AC CD AC 
    

 

لكن 
2

9 9 9 27AC    


. و  0 3 3 3 6 3 27CD AC       
 

 

.ومنه  27 27 0AD AC   
 

AC وهذا ٌعنً أن  AD
 

  .A  قائم فً ACD وبالتالً المثلث 

 .حساب مساحته

 
3 3 3 2 9 6

2 2 2

AC AD
S ACD ua

 
   

   ب ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم  AB عمودي على المستوي  ACD. 

.لدٌنا  3 3 6 3 3 3 0AB AC        
 

 و  . 3 3 6 0 3 3 0AB AD        
 

AB وهذا ٌعنً  AC
 

 

ABو  AD
 

AB ومنه 


 شعاع ناظمً للمستوي  ACD وبالتالً المستقٌم  AB ٌعامد المستوي  ACD 

 .ACDBجـ ـ حساب حجم رباعً الوجوه

بما أن  AB ٌعامد المستوي  ACD فإن Aهً المسقط العمودي للنقطة  B على المستوي  ACD 

َعهًٍ    
1 1 9 6

3 6 27
3 3 2

V ABCD S ACD AB uv      
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 :التمرٌن الثانً

 اللاحقة ذات A ، النقطةنعتبر فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 
0 1z i  

تعيين  (أ (1  مجموعة النقط  M zمن المستوي حيث  :
0 2 iz z e   و  يمسح . 

0 2 iz z e    تكافئ
0 2 iz z e   0 ومنه 2z z  2 أيAM  

إذن   هي الدائرة التي مركزها A 2 ونصف قطرها. 

تعيين  (ب ' مجموعة النقط  M zمن المستوي حيث  :
3

4

0

i

z z ke
 

 
   و k يمسح  

3

4

0

i

z z ke
 

 
    معناه

3

4

0

i

z z ke
 

 
   إذن  ' هي نصف مستقيم مبدؤه A وميله 

3
1

4
tag

 
 
 

 

 .Aباستثناء النقطة 

تعيين إحداثيات نقطة تقاطع  (ج  و  '. 

لتكن  M zنقطة من المستوي . 

   'M    معناه 

3

4

0

0 2

i

i

z z ke

z z e





 
 
 






 

 
 تكافئ  

3

4

0 0 2
i

iz ke z e




 
 
    يكافئ 

3

4 2
i

ike e




 
 
    

ويكافئ  
2

3

4

k











 إذن 
3

4

0 2
i

z z e
 

 
  أي  1 2;1 2M  . 

 النقطة التي لاحقتها Bنسمي  (2
1z حيث 

3

4

1 0 2
i

z z e
 

 
   

1تعيين الشكل الجبري للعدد المركب  (  أ 0

0

z z

z


 . 

3

4 3
0 0 34

4 4 21 0

0 0 4

2
2

2 2 2

2

i

i
i i

i

z e z
z z e

e e i
z z

e




  



 
 
   

          
   

 
 
 

 
 
 
 

 


     

 .OABاستنتاج طبيعة المثلث 

1 0

0

2i
z z

z



1 معناه  0

0

2i
z z

z
 




 وهذا يعني أن  ;

2
AO AB


 

 
 A قائم في OAB ومنه المثلث

 وزاويته A بالدوران الذي مركزه B   صورة النقطةC   لاحقة النقطة2zتعيين  (ب
2


 

لدٌنا  2
2 0 1 0

i

z z e z z




   معناه  2
2 1 0 0

i

z e z z z




  ٌكافئ 
3

42
2 02

ii

z e e z
  

  
 

 
 

 
 

 

4وٌكافئ 
2 2 1

i

z e i


   أي  2 1 2 1 2z i   . 

 مرجحا للجملة O بحٌث تكون النقطة و تعٌٌن العددٌن  (ج    ; , ;A C  2 و   

0OAلدٌنا  OC  
  

0 معناه  2 0z z   وتكافئ     1 1 2 1 2 0i i       

 

 ; ,O u v
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تكافئ  2 2 0i           2 إذن 0     2 ولدٌنا   

نحصل على الجملة 
2 0

2

  

 

   


 
 تكافئ 

2 2 0

2



 

  


 
 تكافئ  

1

2



 

 


 
  ومنه 

1

2 1





 


 
 

وعلٌه    ; 1 2; 1     

تعٌٌن  (د Eمجموعة النقطM من المستوي حٌث :    1 2 . 0MA MC MA MC   
   

 

 مرجح الجملة Oلدٌنا      1 2; , ; 1A C  إذن من أجل كل نقطة Mمن المستوي لدٌنا : 

   1 2 1 1 2MO MA MC    
  

 أي  2 1 2MO MA MC  
  

 

MAولدٌنا  MC MA CM CA  
    

 

    1 2 . 0MA MC MA MC   
   

 تعنً  2 . 0MO CA 
 

. أي  0MO CA 
 

 

وبالتالً  E هً المستقٌم المار من O وٌكون CA


 . شعاع ناظمً له

 :التمرٌن الثالث

I)  نعتبر الدّالة العددٌةg المعرفة على بـ  :   2 2xg x x e   

ٌّرات الدالة /1  .g دراسة تغ

0limلدٌنا  x

x
e


 0 وlim x

x
xe


 ومنه     2 2 2lim lim 2 2 limx x x

x x x
e xeg x x e

  
       

2limولدٌنا 
x

x


   و lim x

x
e


  إذن    lim lim 2 2x

x x
g x x e

 
     

 ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على gالدالة      ' 2 1x x xg x e x e e x      

0xeمن أجل كل عدد حقٌقً   ومنه إشارة ، 'g x مثل إشارة  1 x. 

1; متزاٌدة تماما على gوبالتالً الدالة    1 ومتناقصة تماما على;  . 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

    1  0     x 

  0        +   ' xg 

   2e    
            0                 0      

 2 

 

 xg 

 
 تبٌٌن أنّ المعادلة /2  0g x  تقبل حلٌن أحدهما معدوم والآخر  1.59 حٌث 1.60  

1; مستمرج َمتزاٌدج تماما عهى انمجال gاندانح   ولدٌنا  ;1 2; 2g e         و  0 2; 2e   

إذن المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  1; فً المجال   . 

;1 مستمرج َمتىاقصح تماما عهى انمجال gَندٌىا كرنك اندانح    ولدٌنا  1; ; 2g e          

0و  ; 2e     إذن المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  1 فً المجال;  . 

وبما أن     00 2 0 2 0g e    فإن  معدوم و  1.59 0.01g  ،  1.60 0.01g  أي  

   1.59 1.60 0g g  1.59 فإن 1.60 . 
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استنتاج إشارة / 3 g x على . 

         0    x 

               0 + 0        g x 

 

II)  نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على بـ    :
 

 

2

; 0
1

0 0

x

x
f x x

e

f







 




 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

  مستمرة عند القٌمة f تبٌٌن أنّ الدالة/1
0 0x . 

   
2 2

0 0 0 0
0 0

11 1
lim lim lim lim

xx xx x x x

x x x
f

ee e
x

xx

f x
   

    
  

 
 

 

0  مستمرة عند القٌمة fإذن الدالة 0x . 

0 عند f دراسة قابلٌة إشتقاق الدالة /2 0x ثم فسر النتٌجة . 

   

2

0 0 0 0

0 11 1
10 1

lim lim lim lim
x

xxx x x x

x
f x f xe

ex x e

x

   

    
 

 

0 تقبل الإشتقاق عند fإذن الدالة 0x ًومنحناها البٌان  fC ٌقبل مماسا عند النقطة  0;0O معامل  

 .1توجٌهه ٌساوي 
 حساب /3 lim

x
f x


 و  lim

x
f x


. 

1لدٌنا  1lim x

x
e


   2 وlim

x
x


  إذن  

2

1
lim lim

xx x

x

e
f x

 
  


 

 
2 2

2

2 2 2 2

1
0

1 1 1
lim lim lim lim

x x xx x x x

x x

e e e
x

x x x x

f x
   

   
    

    
   

 انّ 
2

lim
x

x

e

x
  

 غٌر معدوم ، x أ ـ تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً /4 
 

 
2

'
1x

xg x
f x

e



 

 : عددا حقٌقٌا غٌر معدومx لٌكن 

 
 

 

 

 

  

 

 

 

2

2 2 2 2

2 1 2 2 2 2
'

1 1 1 1

x x x x x

x x x x

x e x e x e xe x x e xg x
f x

e e e e

     
   

   
   

ر الدالة  ٌّ راتهاfب ـ استنتاج اتجاه تغ ٌّ  . وشكل جدول تغ
   0  x 

 +  +  0         x 
   0   +   0      xg 

   0 +   + 'f x 

 متزاٌدة تماما على المجال fإذن الدالة  ; ومتناقصة تماما على المجال  ; . 
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ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

      x 

  +    'f x 

                         f  

 
0  

 

 f x 

 
أ ـ تبٌٌن أنّ / 5   2f     ، 

لدٌنا  g  معناه  2 2 0e   تكافئ 
2

2
e





1 وتكافئ 

2
e 


 


 

إذن    
2 2

2
1

2

f
e

 
  




   




 

استنتاج حصرا للعدد  f  .

1.59لدٌنا  1.60  0.40 معناه 2 0.41   إذن  1.59 0.40 2 0.60 0.41      

أي  0.63 0.66f   

ب ـ لٌكن   المنحنى الممثل للدالة K 0; المعرفة على المجال  بـ  :  2K x x  

ـ حساب    lim
x

f x K x


    

   
2 2

2 0
1 1

lim lim lim
x

x xx x x

x x e
x

e e
f x K x

  
       

 

نستنتج أن المنحنى   منحنى مقارب لـ  fC بجوار . 

ـ دراسة الوضعٌة النسبٌة لـ  fCبالنسبة لـ   0; على المجال  . 

لدٌنا    
2

1

x

x

x e
f x K x

e
 


 

إشارة    f x K x 1 هً نفس إشارةxe  
0; من المجال xولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً    :1 0xe   ومنه المنحنى  fC ٌقع أسفل   .

جـ ـ رسم  و  fC .

 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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2:  عدد وإشارة حلول المعادلة التالٌةm المناقشة بٌانٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً /6 0xx me m   

2 0xx me m   تكافئ   21xm e x  وتكافئ 
2

1x

x
m

e



 أي  f x m 

0mإذا كان  فإن المعادلة تقبل حلا واحدا سالبا  .

إذا كان  0 2m    فإن المعادلة تقبل حلٌن موجبٌن  .

إذا كان  2m   فإن المعادلة تقبل حلا مضاعفا  .

إذا كان  2m   فإن المعادلة لا تقبل أي حل . 

: التمرٌن الرابع

 nu متتالٌة معرّفة على ً0:  كما ٌل 5u  13 و 4n nu u  . 

 2uو 1u حساب (1
1لدٌنا  03 4u u  13 معناه 9u  1 أي 3u  

2 13 4u u  23 معناه 7u  2 أي
3

7
u . 

n ،2nuبرهان أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً  (2  .

0لدٌنا  5u  0 ومنه 2u  إذن مرحلة الإبتداء صحٌحة 

2nuنفرض أنّ   ّ1 ونبرهن أن 2nu   

2nuلدٌنا   4 معناه 6nu   13 ومنه 6nu   1 أي 2nu   

n ،2nuإذن من أجل كل عدد طبٌعً  وهذا حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع . 

تبٌٌن أنّ  (3 nuمتناقصة  . 

:   عددا طثٍعٍاnنٍكه 

 13 3 4 3 2 2n n n n nu u u u u       ًَمى    13 2 2n n nu u u    

2nuَندٌىا   2 معىاي 0nu  ًَمى  1 03 n nu u  1 أي 0n nu u  َتانتانً انمتتانٍح  nuمتىاقصح  .

n ،2nنضع من أجل كل عدد طبٌعً  (4 nv u  .

استنتاج أنّ  nuمتقاربة  . 

بما أن  nu ًمتناقصة ومحدودة من ااسفل فهً متقاربة نحو عدد حقٌق l 2 حٌثl    

limحساب  n
n

u


 

لدٌنا  nu 1 متقاربة إذنlim limn n
n n

u u l
 

  

13ولدٌنا  4n nu u   3 بالمرور إلى النهاٌة نجد 4l l  2 أيl  إذن lim 2n
n

u


 .

ـ تبٌٌن أنّ  nv  ،متتالٌة هندسٌة 

1لدٌنا  13 3 6n nv u   13 معناه 2n nv u   13 تكافئ n nv v  1 أي

1

3
n nv v  

إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

3
q  0 وحدها ااوّل 0 2 3v u   

. n بدلالة nvكتابة 
1

0

1 1
3

3 3

n n

n

nv v q


   
   
   

   

0: لٌكن (5 1 ...n nS v v v    0 و 1 ...n nT u u u    
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 .، ثمّ احسب نهاٌتٌهماnT وnS، عبارتً n  ـ تعٌٌن بدلالة 
1 1

1

0

1 1
1 1

9 13 3
3 1

1 2 321
3 3

n n

n

nS v

 



      
                            
   

 

   


 

       0 12 2 ... 2 2 1n n nT v v v S n          

أي  
1

9 1
1 2 1

32

n

nS n
  

     

   

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
: الموضوع الثانً

 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ; ;O i j k
  

 

نعتبر النقط  1;0;0A،  0;2;0B،   0;0;3C و 
1 2

; ;1
3 3

G
 
 
 

 ، D المستقٌم الذي ٌشمل  

وشعاع توجٌهه   Aالنقطة 
3

1;1;
2

u
 
 
 


و    المستقٌم الذي ٌشمل النقطة C وشعاع توجٌهه 

1
;1; 3

2
v
 

 
 


  

 كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم .1 D 

لتكن  ; ;M x y z نقطة من الفضاء 

 M D ًإذا وفقط إذا وُجد عدد حقٌق t بحٌث AM tu
 

 

أي      
1

: ;

3

2

x t

D y t t

z t









 

 



 

كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم   

 M  ًمعناه ٌوجد عدد حقٌق k بحٌث CM kv
 

 

أي    

1

2
: ;

3 3

x k

y k k

z k











  

 

 

دراسة الوضع النسبً للمستقٌمٌن  D و   .

uلدٌنا الشعاعان 


v و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا انّ 

1
12

1 1



 ومنه المستقٌمان  Dو  غٌر متوازٌٌن  .

. ندرس تقاطعهما
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  من ااعداد الحقٌقٌة تحقق الجملة k و tندرس إمكانٌة وجود ثنائٌة 

 

 

 

1
1 .......... 1

2

............... 2

3
3 3 .... 3

2

t k

t k

t k









 



 

 

بجمع  1 و  2 نجد 
3

1
2

k ومنه 
2

3
k  بالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

3

2

3

1
1

3
1

2

t

t

t











 





 

أي    

2

3

2

3

2

3

t

t

t

















 إذن المستقٌمان  D و   متقاطعان حٌث    
1 2

; ;1
3 3

D G
  

    
  

 

0GA:  تبٌٌن أنّ .2 GB GC  
  

؟ G، ماذا تستنتج بالنسبة للنقطة 
2 2

; ; 1
3 3

GA
 

  
 


 ، 

1 4
; ; 1

3 3
GB

 
  
 


 و 

1 2
; ;2

3 3
GC

 
  
 


 

GAومنه إحداثٌات الشعاع  GB GC 
  

 هً 
2 1 1 2 4 2

; ; 1 1 2
3 3 3 3 3 3

 
        

 
 أي  0;0;0 

0GAماٌعنً أنّ  GB GC  
   

 .ABCهً مركز ثقل المثلث G  لٌست فً إستقامٌة فإنC و A  ،B وبما أنّ النقط 

n تعٌٌن شعاعا ناظمٌا .3


 للمستوي  ABC  ؛

نضع  ; ;n a b c


 لدٌنا 
. 0

. 0

n AB

n AC

 




 

  معناه 
2 0

3 0

a b

a c

  

  

 ٌكافئ 
2

3 0

a b

a c



  

 وٌكافئ 

2

2

3

a b

c b








 

3bنأخذ مثلا   نجد  6;3;2n


  

كتابة معادلة لـ ABC .

لتكن  ; ;M x y z نقطة من الفضاء 

 M ABC معناه . 0AM n 
 

 حٌث  1; ;x y zAM 


 

ومنه  6 1 3 2 0x y z    6 أي 3 2 6 0x y z    وهً معادلة للمستوي  ABC. 

 والمستوي O حساب المسافة بٌن النقطة .4 ABC .

  
6 0 3 0 2 0 6 6

;
736 9 4

d O ABC
     

 
 

 

5. H المسقط العمودي للنقطةB على المستقٌم  D. 

. H   أ ـ اٌجاد احداثٌات النقطة 

لدٌنا  H D معناه 
3

1 ; ;
2

H t t t
 
 
 
 و 

3
1 ; 2;

2
BH t t t
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.ولدٌنا  0u BH 


 معناه    
3 3

1 1 2 0
2 2

t t t       تكافئ 
9

2 3 0
4

t t   وتكافئ 

8 9 12 0t t   أي 
12

17
t  ومنه 

12 12 12

17 17 17

3
1 ; ;

2
H

  
  
  

 أي 
5 12 18

; ;
17 17 17

H
 
 
 

. 

 والمستقٌم Bب ـ استنتاج المسافة بٌن النقطة  D .

لدٌنا 
5 22 18

; ;
17 17 17

BH
 
 
 


 ومنه 

1 7 17
25 484 324

17 17
BH     

وبالتالً   
7 17

;
17

d B D BH . 

 :التمرٌن الثانً

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 2cmالوحدة  . 

Az:  ذاخ انلاحقتٍهA َ Bوعتثر انىقطتٍه  i َ 2Bz عهى انترتٍة  

 2 ونسبته A الذي مركزه h بالتحاكً B صورة النقطة  1B أ ـ تعٌٌن لاحقة النقطة .1

  1h B B معناه  
1

2B A B Az z z z   وتكافئ  
1

2B B A Az z z z    وتكافئ

 
1

2 2Bz i i   أي  
1

2 2 1 2Bz i    

 وزاوٌته A الذي مركزه r بالدوران 1B صورة النقطة B'   ب ـ تعٌٌن لاحقة النقطة 
4


 .

 1 'r B B معناه  4
'

1

i

B A B Az z e z z


   تكافئ   '

2 2
2 2

2 2Bz i i i    

وتكافئ  ' 2 2Bz i i i i     أي ' 3 2Bz i  

 : بحٌثz' ذات اللاحقة M' النقطة z ذات اللاحقةM الذي ٌرفق بكل نقطةfنعتبر التحوٌل النقطً. 2

             ' 1 1z i z   

. f بالتحوٌل B هً صورة  B' وعناصره الممٌزة؛ ثم استنتج أنّ fأ ـ تعٌٌن طبٌعة التحوٌل
z' من الشكل fالكتابة المركبة للتحوٌل  az b  1 حٌثa i  1 وb  

2aلدٌنا   و  arg
4

a


 

 زاوٌته 2 تشابه مباشر نسبته fإذن 
4


 ومركزه النقطة الصامدة ذات اللاحقة 

1 1

1
i

a i
 

 
. A أي مركزه 

لدٌنا  1 'r B B معناه    'r h B B وتكافئ   'r h B B إذن 'B  هً صورة B بالتحوٌل r h 

fولدٌنا  r h  أي 'B  هً صورة B بالتحوٌل f. 

ٌّن أنه من أجل كل عدد مركب :  لدٌناi ٌختلف عنzب ـ ب
'

A

z z
i

z z


 


 

     ' 1 1 1 Az z i z z iz i z i i z z            ومنه 
'

A

z z
i

z z


 


 .

. AMM'ج ـ استنتاج طبٌعة المثلث 

لدٌنا 
'

A

z z
i

z z


 


1 إذن 

'

A

z z

z z





arg و 

2

'

A

z z

z z

 
  

 




MM' وهذا ٌعنً أنّ  MA  و 

 
2

; 'MA MM


 
 

 . ومتساوي الساقٌنM قائم فAMMً' وبالتالً المثلث 
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أ ـ تحدٌد الطبٌعة والعناصر الممٌزة لـ . 3 E مجموعة النقط  M z2:  من المستوي بحٌث 2z   

2 2z   2 معناهBz z  2 تكافئBM  إذن  E هً الدائرة التً مركزها B  ونصف 

. 2قطرها 

ب ـ تبٌٌن أنّ   ' 3 2 1 2z i i z     و استنتاج أنه إذا كانت ، M E ّفإن 'M تنتمً لدائرة  C 

ٌُطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرها       .

      ' 3 2 1 1 3 2 1 2 2 1 2z i i z i i z i i z              

لدٌنا   ' 3 2 1 2z i i z     ًتعن  ' 3 2 1 2z i i z      

'وتكافئ  ' 2B M BM ولدٌنا  M E
 

2BMمعناه   ومنه ' ' 2 2 2B M    

 تنتمً إلى الدائرة M'إذن  C التً مركزها 'B 2 ونصف قطرها .

 :التمرٌن الثالث

 المعرّفة على f نعتبر الدّالة .1 0;بالشكل   :
 

 

 

ln 1
; 0

0 1

x
f x x

x

f








 



 

 fC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

. 

. 0 مستمرة عند fتبٌٌن أنّ . 

 
 

 
0 0

ln 1
lim lim 1 0

x x

x
f x f

x 
 


   

 .0 مستمرة عند fإذن الدالة 

;0 المعرّفة على g لتكن الدّالة .2  بالشكل  :   
2 3

ln 1
2 3

x x
g x x x

 
 
 

     

ٌّر . gالدّالة      أ ـ دراسة اتجاه تغ

;0 تقبل الإشتقاق على gالدالة    ولدٌنا 

   
  2 3

2
1 1 11

' 1
1 1 1

x x x x
g x x x

x x x

    
     

  
 

;0 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً   :1 0x   3 و 0x  ومنه  ' 0g x  

;0 متناقصة تماما على gوبالتالً الدالة   . 

ب ـ حساب  0g  .

   
0 0

0 ln 0 1 0 0
2 3

g
 

      
 

 

;0استنتاج أنّه على المجال    : 
2 3

ln 1
2 3

x x
x x

 
 
 

    .

;0 متناقصة تماما على المجال gالدالة    ولدٌنا  0 0g ًإذن من أجل كل عدد حقٌق x  من المجال 

 0;  ،  0g x  ومنه  
2 3

0ln 1
2 3

x x
x x

 
 

 
    أي  

2 3

ln 1
2 3

x x
x x
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;0    جـ ـ بطرٌقة مماثلة، تبٌٌن أنّه على المجال   :  
2

ln 1
2

x
x x

 
 
 

   .

;0 المعرفة على المجال uنعتبر الدالة   بـ  :   
2

ln 1
2

x
u x x x

 
    

 
 

;0 تقبل الإشتقاق على uالدالة    ولدٌنا    
   21 1 11

' 1
1 1 1

x x x
u x x

x x x

  
    

  
 

;0 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً    : ' 0u x  وبالتالً الدالة u 0 متزاٌدة تماما على;  
 

ولدٌنا  0 0u  0 إذن من أجل كل;x     :  0u x  ومنه  
2

ln 1 0
2

x
x x

 
    

 
 

أي  
2

ln 1
2

x
x x

 
   

 
  

: د ـ استنتاج، من الأسئلة السابقة أنّ 
 

2

ln 11 1

2 2 3

x x x

x

 
      .

لدٌنا مما سبق  
2 2 3

ln 1
2 2 3

x x x
x x x      ومنه  

2 2 3

ln 1
2 2 3

x x x
x x       

وٌكافئ 
 

2

ln 11 1

2 2 3

x x x

x

 
     .

. 0 قابلة للاشتقاق عند fاستنتاج أنّ 

   
   

 
2

0 0 0 0

ln 1 ln 1
10 ln 1

lim lim lim lim
0x x x x

x x x
f x f x xx x

x x x x   
   

  
  

  


 

ولدٌنا 
 

2

ln 11 1

2 2 3

x x x

x

 
     

بما أنّ  
0

1 1
lim

2 3 2x

x



 
    
 

:  إذن حسب النهاٌات بالمقارنة فإن
 

2
0

ln 1 1
lim

2x

x x

x


 
      

 .0 تقبل الإشتقاق عند fإذن الدالة

;0 المعرّفة على hلتكن الدالة  .3  بـ  :   ln 1
1

x
h x x

x
  


. 

ٌّر الدّالة  ، و تعٌٌن إشارة h    أ ـ دراسة اتجاه تغ h xٌّم . x حسب ق

;0 تقبل الإشتقاق على hالدالة   ولدٌنا  : 
   

2 2

1 1
'

11 1

x
h x

xx x


  

 
 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; لدٌنا  ' 0h x  وبالتالً الدالة h 0 متناقصة تماما على;   

وبما أنّ  0 0h  0 فإنه لكل;x     :  0h x      .

;0 من xب ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل   : 
 

2
'

h x
f x

x
 .

x;0لٌكن      :
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2 2 2

1
ln 1 ln 1

1 1'

xx x x h xx xf x
x x x

 
 
 

   
    

x;0من أجل كل     :  0h x  و 
2 0x  ومنه  ' 0f x  وبالتالً الدالة f  متناقصة تماما 

;0على  .  

ٌّرات .  عند f مع توضٌح نهاٌةfجـ ـ جدول تغ

 
   ln 1 ln 1 1

lim lim lim
1x x x

x x x
f x

x x x  

  
  


 

لدٌنا 
 ln 1 ln

lim lim 0
1x t

x t

x t 


 


 و 

1
lim 1

x

x

x


 إذن  lim 0

x
f x


 

 0 x 

  'f x 

 1 

 
 
0 

 

 f x 

 

د ـ كتابة معادلة المماس  T للمنحنى  fC 0 عند النقطة ذات الفاصلة .

    ' 0 0 0y f x f   ومنه 
1

1
2

y x   وهً معادلة للمماس  T. 

رسم . 4 Tو  fC .

 
 

 

 

 

(T)

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y



 مصطفاي عبد العزٌز: إعداد:                                                        12الحل المفصل للموضوع 
 

17 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 :التمرٌن الرابع

I f هً الدالة المعرّفة على المجال   1;بـ  :   ln 1f x x x   

1تحدٌد حسب قٌم x إشارة ، f x x 

   ln 1f x x x   
 

  0f x x  ًتعى  ln 1 0x   َتكافئ  ln 1 0x   2 أيx  

  0f x x  ًتعى  ln 1 0x   َتكافئ  ln 1 0x   0 َتكافئ 1 1x   1 أي 2x  

  0f x x  ًتعى  ln 1 0x   َتكافئ  ln 1 0x   1 َتكافئ 1x   2 أيx 
 

2 ٌّر الدالة  . f   أ ـ تعٌٌن اتجاه تغ

تقثم الإشتقاق عهى  fاندانح   1;كُوٍا مجمُع دانتٍه تقثلان الإشتقاق عهى ٌرا انمجال َندٌىا  :

 
1

' 1
1 1

x
f x

x x
  

 
  

 مه انمجال xمه أجم كم عدد حقٍقً  1; ندٌىا  ' 0f x َتانتانً اندانح f متزاٌدج تماما عهى  1; .

;2ب ـ تبيين أنه إذا كان  1x e    ّفإن   2; 1f x e   
  

 متزاٌدج تماما عهى fندٌىا  1;.
 

2إذا كان  1x e   فإن      2 1f f x f e   ًَمى  2 f x e  أي  2 1f x e   

;2إذن مه أجم  1x e    ّفإن   2; 1f x e   
 

II  nu المتتالٌة المعرّفة على ً0:  كما ٌل 1u e  و من أجل كل  n من  ، 1 ln 1n n nu u u    

1 برهان بالتراجع أنه من أجل كل n من  ،2; 1nu e    .

0لدٌنا  1u e  0 ومنه 2; 1u e   أي مرحلة اابتداء صحٌحة  .

.  عددا طبٌعٌاkلٌكن 

;2نفترض أنّ  1ku e    1 ولنبرهن أن 2; 1ku e     

;2لدٌنا  1ku e    1فإن . أ (2 وحسب نتٌجة السؤال 2; 1ku e     

;n :2وبالتالً من أجل كل عدد طبٌعً  1nu e    

2 ٌّر المتتالٌة  دراسة اتجاه تغ nu .

x;2لدٌنا من أجل كل      :   0f x x  

;n :2ولدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  1nu e    ومنه   0n nf u u  1 أي 0n nu u  وعلٌه المتتالٌة 

 nu
 

.  متناقصة
   

3 تبرٌر تقارب المتتالٌة  nu  ،

بما أن  nu فهً متقاربة2 متناقصة ومحدودة من ااسفل بالعدد  .

. حساب نهاٌتها

بما أن  nu متقاربة فإن lim n
n

u l


 حٌث l  ولدٌنا  1n nu f u وبما أن الدالة f مستمرة على 

 1; فإن  l f l 2 ومنهl  وعلٌه lim 2n
n

u


. 

 


