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 الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

1 حل فً المجموعة  المعادلة ذات المجهول  ', 'x y : 9 ' 14 ' 13x y  علما أن  3,1 حلا لها  

2 نعتبر فً المجموعة   المعادلة ذات المجهول  ,x y : 45 28 130x y  

بٌن أنه إذا كان     .  ,x yحلا لهذه المعادلة فإن x و2 مضاعف للعدد y ثم حل5 مضاعف للعدد ، 

 .      هذه المعادلة

3 N 2 عدد طبٌعً ٌكتب 3 5 و 9 فً نظام تعداد أساسه 6 7 فً نظام تعداد أساسه. 

ٌّن     .   . فً النظام العشري N، ثم اكتب  و ع

 :التمرٌن الثانً

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  نعتبر النقط

 0;0;2A ، 0;4;0B ، 2;0;0C ، 2;5;6D  و  4;4;4H . 

ٌّن أنّ النقط . 1 ٌّن مستوٌاC و A ،Bأ ـ ب  . تع

    ب ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

ٌّن أن النقطة  . 2  على المستوي D هً المسقط العمودي للنقطة Hب ABC. 

ٌّن أنّ النقطة  . 3  هً مرجح للجملة المثقلة Hب      ; 2 , ; 1 , ;2A B C . 

 لتكن. 4 E  مجموعة النقط Mمن الفضاء حٌث  : 2 2 . 48MA MB MC CH    
   

 

ٌّن أنّ النقطة     تنتمً إلى M    أ ـ ب E إذا وفقط إذا كان . 48......... 2MH CH 
 

 

 تنتمً إلى A    ب ـ تحقق من أنّ النقطة  E. 

ٌّن أنّ العلاقة       جـ ـ ب 2 تكافئ . 0AM CH 
 

 

     د ـ استنتج طبٌعة المجموعة  E. 

 :التمرٌن الثالث

1 . P z ٌّر المركب :  حٌثz كثٌر حدود للمتغ  3 24 8 8P z z z z    

 هو جذر لكثٌر الحدود 2   أ ـ تحقق أنّ  P z. 

 المعادلة    ب ـ حل فً مجموعة الأعداد المركبة   0P z . 

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس . 2 ; ,O u v
 

 

2Az:  ذات اللاحقاتC و A ،Bنعتبر النقط   ،1 3Bz i  1 و 3Bz i على الترتٌب . 

B و Bz ،Czأ ـ اكتب كلا من 

C

z

z
 . على الشكل الأسًّ

ٌّن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً بحٌث ٌكون   ب ـ ع

n

B

C

z

z

 
 
 

 . حقٌقٌا

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً فردي  n :3جـ ـ ب 3 3 12 0n n n

B Cz z   . 
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ٌّن طبٌعة الرباعً C و A ،Bد ـ أنشئ النقط   .OBAC ثمّ ع

 : حٌثz' ذات اللاحقة M'، النقطة z من المستوي ذات اللاحقةMنرفق بكل نقطة. 3
.

' A C

C

z z z
z

z z





 

أ ـ لتكن Eمجموعة Mالنقط ذات اللاحقة zبحٌث   B Cz z z z ٌّن ثم أنشئ المجموعة ؛ ع E. 

'ب ـ تحقق أنّ  C
A

C

z
z z

z z
 


. 

ٌّن أنه عندما تمسح النقطة  المجموعةMجـ ـ ب Eفإن النقطة 'Mتمسح دائرة  C ٌطلب تعٌٌن مركزها  

 ونصف قطرها
 :التمرٌن الرابع

I ) وعزجش انذانخ انعذدٔخg 0 انمعشفخ عهّ انمجبل;  ثـ  :   2 1 2lng x x x   

. gح رغٕشاد انذالادسس . 1

اصزىزج إشبسح . 2 g x 0 عهّ انمجبل;  . 

II )وعزجش انذانخ انعذدٔخ f0 انمعشفخ عهّ انمجبل;   ثـ  : 
 

2
1 ln x

f x x
x


  

 fC رمثٕهٍب انجٕبوٓ فٓ انمضزُْ انمىضُة إنّ انمعهم انمزعبمذ َانمزجبوش  ; ,O i j
 

. 

احضت . 1 
0

lim
x

f x




 . ثمّ فضّش انىزٕجخ ٌىذصٕب

ثشٌه أنّ . 2
 

2
ln

lim 0
x

x

x
 ( ٔمكه َضع t x ) ثمّ احضت ،  lim

x
f x


. 

;0 مه انمجبل xأ ـ ثٕهّ أوًّ مه أجم كم عذد حقٕقٓ. 3   ، 
   

2

2

ln
'

g x x
f x

x


 

 . َشكم جذَل رغٕشّارٍبf   ة ـ اصزىزج ارجبي رغٕشّ انذّانخ  

أ ـ ثٕهّ أنّ انمضزقٕم . 4 را انمعبدنخ y x ّمقبسة مبئم نهمىحى  fC عىذ . 

    ة ـ ادسس انُضغٕخ انىضجٕخ نهمىحىّ  fC ثبنىضجخ إنّ انمضزقٕم  . 

أ ـ ثٕهّ أنّ انمعبدنخ . 5  0f x  رقجم حلا َحٕذا  0.3؛ حٕث 0.4 . 

    ة ـ اسُصم  َ  fC. 

 انمعشّفخ عهّ انمجبل hوعزجش انذّانخ انعذدٔخ .  6 ;0ثـ  :   h x f x  ، hCٓرمثٕهٍب انجٕبو . 

   ّاششح كٕفٕخ سصم انمىحى  hC ّإوطلاقب مه انمىحى  fCًثمّ اسصم .      
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 :الموضوع الثاوي

 :التمريه الأوّل

1 ًادرس حسب قٌم العدد الطبٌع n 2 بواقً قسمة العددn 7 على.  

2ًٌّن أنه من أجل كل عدد طبٌع 3:  ٌكون العددn ب 2 33 100 8 102 104n n    7  مضاعفا للعدد. 

3 أولً ؟ برّر، عٌن 101 أ ـ هل العدد  505,303PGCD.  

:  المعادلة 2    ب ـ نعتبر فً  505 303 1111..... 1x y  

     حل المعادلة  1 علما أن الحل الخاص  0 0,x y ٌحقق  :
0 03 5x y .  

 . موجبانy و x   جـ ـ نفرض أن

4 لٌكن dالقاسم المشترك الأكبر للعددٌن xو y حٌث  ;x y هو حل للمعادلة  1. 

  ؟ d   ـ ماهً القٌم الممكنة للعدد 

   ـ أوجد الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  1 11 بحٌث ٌكونd  

 :التمريه الثاوي

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  نعتبر النقط

 2;1;2A ، 0;2; 1B  ، 1;1;0H والمستقٌم   ًمعرّف بتمثٌله الوسٌط 

 

2 6

1 2 ;

4

x t

y t t

z t

  


  
 

 

اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم . 1 AB. 

ٌّن أنّ . 2 ب AB و  لا ٌنتمٌان إلى نفس المستوي . 

3 . Pهو المستوي الذي ٌشمل  AB وٌوازي  . 

   أ ـ تحقق أنّ الشعاع  1;5;1n


 ناظمً للمستوي  P. 

   ب ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

   جـ ـ احسب المسافة بٌن  P و  . 

ٌّن إحداثٌات النقطة . 4  منتصف القطعة Iع AB ثمّ جد معادلة دٌكارتٌة للمستوي ، Q ؛ المحوري 

     للقطعة  AB. 

لتكن. 5 مجموعة النقط M2:  من الفضاء بحٌث 2 2MA MB . 

 تنتمً إلى H  ـ تحقق أنّ النقطة   ثمّ استنتج طبٌعة المجموعة  . 
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 :التمريه الثالث

 المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ,O i j
 

. 

 التً لواحقها  Cو  A،Bنعتبر النقط 
Az i ،2Bz  ،2Cz i  ونسمً. على الترتٌبI،J،K  

OBمنتصفات القطع     ،AC   ،CB   و  Sالتشابه المباشر الذي ٌحول A إلى I وٌحول O إلى B 

ٌّن العبارة المركبة للتشابه  -1 ٌّن مركزه Sع  .، ثمّ ع

ٌّن صورة المستطٌل -2 AOBCع  .S بالتشابه  

2Sنعتبر التحوٌل  -3 S S .  

ٌّن صورة النقط     أ ـ  .2S بالتحوٌل O،B،A ع

 . تحاك ٌطلب تعٌٌن عناصره2S برهن أنّ ب ـ    

 استنتج أنّ المستقٌمات  جـ ـ    OC،  BJ، AKمتقاطعة . 

 :التمرٌن الرابع

I وعزجش انذانخ g 0 انمعشفخ عهّ انمجبل;  ثـ  :   
2

ln 1
1

x
g x x

x
  


 

ٌّرات الدالة .1  .، ثم شكل جدول تغٌراتهاg ادرس تغ

ٌّن أن المعادلة . 2 ب  0g x  تقبل حلا وحٌدا  3.9 حٌث 4 . 

ٌّم .3 ٌّن، حسب ق xع  إشارة   g x. 

II f الدالة المعرفة على بـ  :   2ln 1x xf x e e  

 fC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

. 

علما أن . 1
 

0

ln 1
lim 1
t

t

t


عٌن نهاٌة الدالة f عند . 

: بٌن أن. 2 
 2ln 12

x

x x

ex
f x

e e

 
  ثم احسب ، lim

x
f x


. 

؛ xأ ـ بٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً . 3   2' x xf x e g e. 

    ب ـ عٌن إشارة  'f x. 

ٌّر الدالة   .، ثمّ شكل جدول تغٌراتهاf    جـ ـ استنتج إتجاه تغ

بٌن أن  . 4
ln 2

2 1
f

 



 
 
 




أنشئ  .  fC  . ٌعطى
ln

0,6
2


 و 

ln
0,8

2
f

 
 
 

 
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 حل الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

1 حل فً المجموعة  المعادلة ذات المجهول  ', 'x y : 9 ' 14 ' 13x y  علما أن  3,1 حلا لها  

لدٌنا 
   

9 ' 14 ' 13

9 3 14 1 13

x y 


 
 بالطرح نحصل على    9 ' 3 14 ' 1 0x y    أي 

   9 ' 3 14 ' 1x y   ٌقسم 14 لدٌنا  9 ' 3x  أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 9َ 14 و  

' ٌقسم 14 3x  ومنه ' 3 14x k  أي ' 14 3x k  حٌث k  ًبالتعوٌض ف 

   9 ' 3 14 ' 1x y   نجد  14 ' 1 9 14y k   ومنه ' 1 9y k  أي ' 9 1y k  مع k   

2 نعتبر فً المجموعة   المعادلة ذات المجهول  ,x y : 45 28 130x y  

تبٌٌن أنه إذا كان  ,x yحلا لهذه المعادلة فإن x و2 مضاعف للعدد y 5 مضاعف للعدد . 

45 28 130x y   45تكافئ 28 130x y  أي  45 2 65x y  45 ٌقسم2 ومنهxوالعددان  

 .2 مضاعف للعدد x أي x  ٌقسم 2 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 45 و 2

28وكذلك لدٌنا  45 130y x  أي  28 5 26y x  28 ٌقسم 5 ومنهy لأولٌان 28 و 5 والعددان 

 .5 مضاعف للعدد y أي y ٌقسم 5فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 
 .حل المعادلة

x 2 معناه 2 مضاعف للعدد 'x x حٌث 'x  و y 5 معناه 5 مضاعف للعدد 'y y حٌث 'y  

45إذن  28 130x y  45 تكافئ 2 ' 28 5 ' 130x y    وتكافئ  10 9 ' 14 ' 130x y أي  

9 ' 14 ' 13x y  وحسب ما سبق ' 14 3x k  و ' 9 1y k  حٌث k  

وعلٌه  2 14 3x k  و  5 9 1y k  28 أي 6x k  45 و 5y k  مع k . 

3 N 2 عدد طبٌعً ٌكتب 3 5 و 9 فً نظام تعداد أساسه 6 7 فً نظام تعداد أساسه. 

 . فً النظام العشري N، ثم اكتب  و تعٌٌن 

0لدٌنا  1 2 33 9 9 9 2 9N          3 ومنه 9 81 1458N      أي 

90 1461N   0 حٌث 8  0 ومن جهة أخرى 1 2 36 7 7 7 5 7N           

56أي  1721N   0 حٌث 6  90 وعلٌه 1461 56 1721    ومنه 

90 56 260   45 أي 28 130   28 وحسب ماسبق 6k   45 و 5k  مع 

k  0 ولدٌنا 8  0 و 6   28 معناه 6 8k   45 و 5 6k   أي 
1

14
k  و 

1

4
k  

0kوعلٌه   ً6 وبالتال  5 و  

90إذن  6 1461 2001N       . 
 :الثانًالتمرٌن 

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  نعتبر النقط

 0;0;2A ، 0;4;0B ، 2;0;0C ، 2;5;6D  و  4;4;4H . 

ٌّن مستوٌاC و A ،Bأ ـ تبٌٌن أنّ النقط . 1  . تع

لدٌنا  0;4; 2AB 


 و  2;0; 2AC 


AB من الواضح أن الشعاعٌن 


AC و


  غٌر مرتبطٌن خطٌا 
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ٌّن مستوٌاC و A ،Bومنه النقط   .   تع

ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

لٌكن  ; ;n a b c


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  ABC عندئذ . 0n AB 
 

. و  0n AC 
 

4 ومنه  2 0b c  

2و  2 0a c  2 أيc b و c a 2 وبأخذc  2  نجدa  1 وb  إذن  2;1;2n


  

المستوي ABC 2 له معادلة من الشكل 2 0x y z d    ولدٌنا  A ABC ً4 ٌعن 0d  

4dأي    2 وعلٌه 2 4 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 على المستوي D هً المسقط العمودي للنقطة Hتبٌٌن أن النقطة  . 2 ABC. 

2لدٌنا  2 4 8 4 4 4 0H H Hx y z         ومنه  H ABC  

ولدٌنا  2; 1; 2DH   


DH ومنه  n 
 

DH أي الشعاعان 


n و 


  مرتبطان خطٌا وبالتالً فإن النقطة

H  هً المسقط العمودي للنقطةD على المستوي  ABC. 

 هً مرجح للجملة المثقلة Hتبٌٌن أنّ النقطة  . 3      ; 2 , ; 1 , ;2A B C . 

لدٌنا  4; 4; 2HA  


 ، 4;0; 4HB 


 و  6; 4; 4HC  


 

أي  2 8;8;4HA 


 ، 4;0;4HB 


  و  2 12; 8; 8HC  


 إذن إحداثٌات الشعاع 

2 2HA HB HC  
  

 هً  8 4 12;8 0 8;4 4 8       أي  0;0;0 ّوهذا ٌعنً أن  

2 2 0HA HB HC   
   

 هً مرجح للجملة المثقلة H ومنه        ; 2 , ; 1 , ;2A B C . 

 لتكن. 4 E  مجموعة النقط Mمن الفضاء حٌث  : 2 2 . 48MA MB MC CH    
   

 

  تنتمً إلى Mأ ـ تبٌٌن أنّ النقطة   E إذا وفقط إذا كان . 48......... 2MH CH 
 

 

 هً مرجح للجملة المثقلة Hلدٌنا        ; 2 , ; 1 , ;2A B C   إذن من أجل نقطة Mمن الفضاء   : 

 2 2 2 1 2MA MB MC MH      
   

2 أي  2MA MB MC MH    
   

 

Mتنتمً إلى   E معناه 2 2 . 48MA MB MC CH    
   

. وتكافئ  48MH CH  
 

 أي 

. 48MH CH 
 

   . 

 تنتمً إلى Aب ـ التحقق من أنّ النقطة  E. 

لدٌنا  4;4;2AH 


 و  6;4;4CH 


. إذن  4 6 4 4 2 4 48AH CH        
 

 ومنه 

 A E 

جـ ـ تبٌٌن أنّ العلاقة  2 تكافئ . 0AM CH 
 

 

. 48MH CH 
 

 معناه  . 48MA AH CH 
  

. وتكافئ  . 48MA CH AH CH 
   

  وتكافئ 

. 48 48MA CH  
 

. أي  0MA CH 
 

     . 

إذن  E هً المستوي الذي ٌشمل A وٌكون CH


 . شعاعا ناظمٌا له
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 :التمرٌن الثالث

1 . P z ٌّر المركب :  حٌثz كثٌر حدود للمتغ  3 24 8 8P z z z z    

 هو جذر لكثٌر الحدود 2أ ـ التحقق أنّ  P z. 

     
232 2 4 2 8 2 8 0P      هو جذر لكثٌر الحدود 2 ومنه  P z. 

 المعادلة ب ـ حل فً مجموعة الأعداد المركبة   0P z . 

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس . 2 ; ,O u v
 

 

2Az:  ذات اللاحقاتC و A ،Bنعتبر النقط   ،1 3Bz i  1 و 3Cz i على الترتٌب . 

أ ـ كتابة كلا من 
Bz ،

Cz و B

C

z

z
 . على الشكل الأسًّ

3
1 3

2 2 cos sin 2
2 2 3 3

i

Bz i i e


    
       

  
 

32
i

C Bz z e




  

23
3 3 3

3

2

2

i
i i

B

i
C

z e
e e

z
e


  



 
 

 


   

 بحٌث ٌكون n ب ـ تعٌٌن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً 

n

B

C

z

z

 
 
 

 . حقٌقٌا

لدٌنا  
2 2

3 3

nn n
i i

B

C

z
e e

z

   
   

   
 

n

B

C

z

z

 
 
 

arg حقٌقً معناه  B

C

z
k

z


 
 

 
 ومنه 

2

3

n
k


 2 أي 3n k 

3n ومنه n ٌقسم 3 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 3َ 2 والعددان 2n ٌقسم 3لدٌنا   حٌث 

 

n :3جـ ـ تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً فردي  3 3 12 0n n n

B Cz z   . 
3 3

3 3 3 1 3 1 3 3 3 13 32 2 2 2 2 2 2

n n
i i

n n n n n in n in n

B Cz z e e e e
 

 


   
   

          
   

 

1in عدد فردي فإنّ nبما أن  ine e    

ومنه  
33 3 3 1 3 3 3 1 3 1 3 1 3 12 2 2 2 2 2 2 2 2 0

nn n n n n n n n n

B Cz z                  

  C و A ،Bد ـ أنشئ النقط 
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 .OBACتعٌٌن طبٌعة الرباعً 

2لدٌنا  1 3 1 3A Cz z i i      ومنه 
A C Bz z z  ّوهذا ٌعنً أن CA OB

 
 

ولدٌنا 
2

3
i

B

C

z
e

z



 1 معناهB

C

z

z
أي OB OCإذن OBACٌّن  .  مع

 : حٌثz' ذات اللاحقة M'، النقطة z من المستوي ذات اللاحقةMنرفق بكل نقطة. 3
.

' A C

C

z z z
z

z z





 

أ ـ لتكن Eمجموعة Mالنقط ذات اللاحقة zبحٌث    1B Cz z z z   ؛ 

تعٌٌن و إنشاء المجموعة E. 

   1B Cz z z z   معناه    1B Bz z z z   وتكافئ    1B Bz z z z   

ومنه 
2

1Bz z  1 وعلٌهBz z  1 أيBM            تذكٌر  :
2

.   

إذن  E هً الدائرة التً مركزها B 1 ونصف قطرها. 

'ب ـ التحقق أنّ  C
A

C

z
z z

z z
 


. 

لدٌنا 
. . . . 2

' A C A C A A C C C
A A

C C C

z z z z z z z z z z z z
z z z

z z z z z z

     
    

  
 

' C
A

C

z
z z

z z
 


 

'ومنه  C
A

C

z
z z

z z
 


 

 المجموعةMجـ ـ تبٌٌن أنه عندما تمسح النقطة E فإن النقطة 'Mتمسح دائرة  C ٌطلب تعٌٌن 

 .مركزها ونصف قطرها

' لدٌنا C
A

C

z
z z

z z
 


' معناه  C

A

B

z
z z

z z
 


' ومنه  C

A

B

z
z z

z z
 


  

'أي  C

A

B

z
z z

z z
 


 وهذا ٌعنً 

2
'AM

BM
    توضٌح : B Bz z z z BM    

المجموعة   تمسحMإذا كانت E 1 فإنBM         تذكّر  :z z                                  

ومنه 
2

' 2
1

AM   وعلٌه فإن 'M تمسح الدائرة  Cالتً مركزها A 2 ونصف قطرها                                      . 

 :التمرٌن الرابع
I ) وعزجش انذانخ انعذدٔخg 0 انمعشفخ عهّ انمجبل;  ثـ  :   2 1 2lng x x x   
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. gة تغيراث الدال دراست. 1

0

lim ln
x

x




  ًَمى    2

0 0

lim lim 1 2ln
x x

g x x x
 

 

     

 
1 ln

lim lim 2
x x

x
g x x x

x x 

 
     

 
  نّ   

ln
lim 0

x

x

x
 

;0  رقجم الإشزقبق عهgّانذانخ    َنذٔىب 

 
    

22 2 1 2 1 12 2 2
' 2

x x xx
g x x

x x x x

  
     

;0 مه انمجبل xنذٔىب مه أجم كم عذد حقٕقٓ   ،
 2 1

0
x

x


 َمىً إشبسح  'g xوفش إشبسح ٌٓ 

 1x َثبنزبنٓ انذانخ g ّمزىبقصخ رمبمب عه   0;1 َّمززأذح رمبمب عه  1; . 

 .gجدول تغيراث الدّالت 

  1 0 x 

 +      0          'g x 

  
 

               0   

 

 g x 

استىتاج إشارة . 2 g x 0 على المجال;  . 

;0 قٕمخ حذٔخ صغشِ عهّ انمجبل gنهذانخ   ٌَٓ  1 0g ٓإرن مه أجم كم عذد حقٕق x مه انمجبل  

0;   ،  0g x . 

II )وعزجش انذانخ انعذدٔخf0 انمعشّفخ عهّ انمجبل;   ثـ  : 
 

2
1 ln x

f x x
x


  

 fC رمثٕهٍب انجٕبوٓ فٓ انمضزُْ انمىضُة إنّ انمعهم انمزعبمذ َانمزجبوش  ; ,O i j
 

. 

حساب . 1 
0

lim
x

f x




 . ثمّ فسّر الىتيجت هىدسيا

نذٔىب  
2

0

lim 1 ln
x

x




   ًَمى   
 

2

0 0

1 ln
lim lim

x x

x
f x x

x 
 


    

تبييه أنّ . 2
 

2
ln

lim 0
x

x

x
  

tوضع  x ً2 َمىx t إرا كبن x ٔئُل  إنّ فإن t ّٔئُل إن . 

     
22 22 2

2 2

lnln 2ln ln
lim lim lim lim 4 0

x t t t

tx t t

x t t t   

 
    

 
  نّ 

ln
lim 0

t

t

t
 
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حساب  lim
x

f x


. 

 
   

2 2
1 ln ln1

lim lim lim
x x x

x x
f x x x

x x x  


       

;0 مه المجال xأ ـ تبييه أوهّ مه أجل كل عدد حقيقي. 3   ، 
   

2

2

ln
'

g x x
f x

x


 

نٕكه  0;x  : 

 
      

2
2 22

2 2 2

1
2 ln 1 ln

2ln 1 ln 2ln 1 ln
' 1 1

x x x
x x x x xx

f x
x x x

 
              

 
   

2

2

ln
'

g x x
f x

x


 ;0 مززأذح رمبمب عهّ f َمىً انذانخ    . 

 .fب ـ جدول تغيرّاث الدالت 
 1 0 x 

 +  0 +  'f x 

 
        2      

 

 

 f x 

أ ـ تبييه أنّ المستقيم . 4 ذا المعادلت y x مقارب مائل للمىحىى  fC عىد . 

 
   

2 2
1 ln ln1

lim lim lim 0
x x x

x x
f x x

x x x  


       

إرن انمضزقٕم   ّمقبسة نهمىحى  fC ثجُاس . 

ب ـ دراست الوضعيت الىسبيت للمىحىى  fC بالىسبت إلى المستقيم  . 

  عذدا حقٕقٕب مُججب رمبمبxنٕكه 

 
    

2
1 ln 1 ln 1 lnx x x

f x x
x x

  
   

إشبسح  f x x مه إشبسح ٌٓ   1 ln 1 lnx x . 

 1e  e 0 x 

                       0 + 1 lnx 
 +  0      1 lnx 
        0 +  0       f x x 

 

 fC
 

رحذ       fC
 

فُق   fCرحذ  
 

 انُضعٕخ
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 fC َ   ٔزقبطعبن فٓ انىقطزٕه  ;A e e َ  1 1;B e e . 

أ ـ تبييه أنّ المعادلت . 5  0f x  تقبل حلا وحيدا  0.3؛ حيث 0.4 . 

;0 مضزمشح َمززأذح رمبمب عهّ انمجبل fانذانخ    َثبنخصُص عهّ انمجبل  0.3;0.4َنذٔىب  

 0.3f  َ  0.4f  ْأ    0.3 0.4 0f f  إرن حضت مجشٌىخ انمعبدنخ   0f x  رقجم حلا  

0.3 حٕث َحٕذا  0.4 . 

 انمعشّفخ عهّ انمجبل hوعزجش انذّانخ انعذدٔخ .  6 ;0ثـ  :   h x f x  ، hCٓرمثٕهٍب انجٕبو . 

   شرح كيفيت رسم المىحىى  hC إوطلاقا مه المىحىى  fC.   

لدٌنا  hC هو نظٌر  fCبالنسبة لمحور التراتٌب . 

ب ـ الرسم  و  fC. 

 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :الموضوع الثاوي

 :التمريه الأوّل

1 ًدراسة حسب قٌم العدد الطبٌع n 2 بواقً قسمة العددn 7 على. 

 02 1 7 ، 12 2 7 ، 22 4 7 و  32 1 7 

وعلٌه  32 1 7k  ، 3 12 2 7k   و  3 22 4 7k   حٌث k . 

3k+2 3k+1 3k n 

 باقً قسمة 1 2 4

2n 7على 

2 أنه من أجل كل عدد طبٌعًتبٌٌن n3:  ٌكون العدد 2 33 100 8 102 104n n    7  مضاعفا للعدد. 

لدٌنا  100 2 7 ومنه  3 2 3 2100 2 7n n  ولدٌنا  3 22 4 7n  إذن  3 2100 4 7n  وعلٌه  

 3 23 100 12 7n  أي    3 23 100 5 7 .......... 1n  

ولدٌنا  102 4 7 معناه  2102 2 7 ومنه 
   3 23102 2 7

nn  ولدٌنا 
   3 2

2 1 7
n
إذن  

(Cf)(Ch)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 3102 1 7n  و  8 1 7 وعلٌه    38 102 1 7 ......... 2n  

ولدٌنا    104 6 7 ......... 3 إذن  3 2 3 73 100 8 102 104 5 1 6n n       

أي  3 2 3 73 100 8 102 104 0n n     ًوبالتالً من أجل كل عدد طبٌع n العدد 
3 2 33 100 8 102 104n n    7 مضاعف للعدد. 

3 أولً ؟ برّر، 101 أ ـ هل العدد 

101لدٌنا  10.04أَن101ٓ إرن انعذد7 ولا على 5 ولا على 3 ولا على 2 لاٌقبل القسمة على 101 والعدد  
 تعٌٌن 505,303PGCD. 

505 303 202  
303 202 101  

202 2 101 0   

ومنه  505;303 101PGCD  

:  المعادلة 2ب ـ نعتبر فً  505 303 1111..... 1x y  

حل المعادلة  1 علما أن الحل الخاص  0 0,x y 0:  ٌحقق 03 5x y .  

لدٌنا  1 5 تكافئ 3 11x y  ومنه 
 

 

0 0

0 0

5 3 11........ 1

3 5......... 2

x y

x y

 


  

 وبجمع المعادلتٌن نجد 
06 6x  

0أي  1x  ًوبالتعوٌض ف  2 نجد 
03 6y   0 أي 2y   وعلٌه    0 0 1, 2,x y   

 حل المعادلة

   1 2

5 3 11

5 3 11

x y




 

 
 ومنه    5 1 3 2 0x y    أي    5 1 3 2x y   

 ٌقسم 3لدٌنا  5 1x  1 ٌقسم 3 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 5 و 3 والعددانx  ومنه  

1 3x k  3 أي 1x k  حٌث k  ًوبالتعوٌض ف    5 1 3 2x y   نجد 

 25 3 3 yk   2 ومنه 5y k  5 أي 2y k  حٌث k . 

 . موجبانy و x   جـ ـ نفرض أن

4 لٌكن dالقاسم المشترك الأكبر للعددٌن xو y حٌث  ;x y هو حل للمعادلة  1. 

 .d   ـ تعٌٌن القٌم الممكنة للعدد 
5 ٌقسم d إذنy ٌقسم d وx ٌقسمdلدٌنا  3x y أي d َعهًٕ قٕم11 ٌقسم d 11 َ 1 انممكىخ. 

ـ إٌجاد الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  1 11 بحٌث ٌكونd  

11وضع  'x x َ 11 'y y َ 'x َ 'y أَنٕبن فٕمب ثٕىٍمب  

5وحصم عهّ  11 ' 3 11 ' 11x y    ً5 َمى ' 3 ' 1x y  ولاحع أن  2,3حم خبص نهمعبدنخ  

َمىً 
   

5 ' 3 ' 1

5 2 3 3 1

x y 


 
 ثبنطشح وجذ    5 ' 2 3 ' 3 0x y    ْأ    5 ' 2 3 ' 3x y   

 ٔقضم 3نذٔىب  5 ' 2x  ٔقضم 3 أَنٕبن فٕمب ثٕىٍمب إرن حضت مجشٌىخ غُص 5 َ 3 َانعذدان  ' 2x  

'َمىً  2 3x   ْأ ' 3 2x   حٕث  ٓثبنزعُٔض ف    5 ' 2 3 ' 3x y   وجذ  



 2015               دورة مارس  .تقنً رٌاضً: الشعبة
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 مصطفاي عبد العزٌز: إعداد          13الحل المفصّل للإختبار رقم 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

13 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 5 3 3 ' 3y   ًَمى ' 3 5y   ْأ ' 5 3y   حٕث  ّ5 َثمب أن ' 3 ' 1x y  ًفإو 

 . أَنٕبن فٕمب ثٕىٍمبx َ 'y'حضت مجشٌىخ ثٕزَ 

َثبنزبنٓ  11 3 2x   ْ33 أ 22x   َ  11 5 3y   ْ55 أ 33y   حٕث  

 :طريقت ثاويت

11d  معىبي 
11

11

x

y





 َمىً 
11 3 1

11 5 2

k

k

 




أْ  
11 6 2

11 5 2

k

k

 




11 َعهًٕ  4k  ً4 َمى 11k   

11أْ  4k   َٓثبنزبن  3 11 4 1x    ْ33 أ 11x   َ  5 11 4 2y    

55أْ  22y    

َمىً مجمُعخ انحهُل ٌٓ  33 11;55 22   حٕث *   

 :التمريه الثاوي

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  نعتبر النقط

 2;1;2A ، 0;2; 1B  ، 1;1;0H والمستقٌم   ًمعرّف بتمثٌله الوسٌط 

 

2 6

1 2 ;

4

x t

y t t

z t

  


  
 

 

كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم . 1 AB. 

لدٌنا  2;1; 3AB  


 شعاع توجٌه للمستقٌم  AB. 

من أجل كل نقطة  ; ;M x y z من  AB لدٌنا /AM AB  
 

 

ومنه   

2 2

1 ;

2 3

x

y

z



 



 


  
  

 

تبٌٌن أنّ . 2 ABو  لا ٌنتمٌان إلى نفس المستوي . 

لدٌنا  2;1; 3AB  


 شعاع توجٌه لـ AB و  6; 2;4u 


 شعاع توجٌه لـ . 

و 
2 1

6 2





AB ومنه الشعاعان 


u و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا بالتالً المستقٌمان ABو  غٌر متوازٌٌن  

نفرض أنّ  ABو   متقاطعان إذن 

 

 

 

2 2 2 6 ........ 1

1 1 2 .............. 2

2 3 4 ................ 3

t

t

t







   

  


 

 

بضرب المعادلة  2 وبجمع المعادلتٌن 2 فً العدد  1 و  2 4 نجد 2t 2 ومنهt  
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بالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

2 2 10

1 3

2 3 8







 

  

  

 ومنه 

4

4

2







 


 
  

  تناقض 

ومنه  ABو  غٌر متقاطعٌن فهما لٌسا من نفس المستوي . 

3 . Pهو المستوي الذي ٌشمل  AB وٌوازي  . 

   أ ـ تحقق أنّ الشعاع  1;5;1n


 ناظمً للمستوي  P. 

بما أنّ المستوي Pٌشمل  AB وٌوازي   فإن AB


u و 


 شعاعً توجٌه للمستوي وهما غٌر  P 

.مرتبطٌن خطٌا ولدٌنا  1 2 5 1 1 3 0n AB       
 

. و  1 6 5 2 1 4 0n AB       
 

 

nومنه  AB
 

n و  u
 

n وبالتالً الشعاع 


 ناظمً للمستوي  P . 

ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

المستوي  P 5 له معادلة من الشكل 0x y z d    ولدٌنا  A P ً2 ٌعن 5 2 0d    

9dأي    5 وعلٌه 9 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

جـ ـ حساب المسافة بٌن  P و  . 

 نقطة كٌفٌة من Mلتكن  إذن  2 6 ;1 2 ;4M t t t   

وعلٌه   
 

2 2 2

2 6 5 1 2 4 3 30
;

10301 5 1

t t t
d M P

    
  

 
 

 منتصف القطعة Iتعٌٌن إحداثٌات النقطة . 4 AB. 

0 2
1

2
Ix


 ،

2 1 3

2 2
Iy


  ،

2 1 1

2 2
Iz


  وعلٌه 

3 1
1; ;

2 2
I
 
 
 

. 

اٌجاد معادلة دٌكارتٌة للمستوي  Q ؛ المحوري للقطعة AB. 

المستوي  Q ناظمه الشعاع AB


 .  I وٌشمل النقطة 

للمستوي  Q 2 معادلة من الشكل 3 0x y z d     ولدٌنا  I Q ًتعن 
3 3

2 0
2 2

d     

2dأي   2 وعلٌه 3 2 0x y z     معادلة دٌكارتٌة للمستوي  Q   . 

لتكن. 5 مجموعة النقط M2:  من الفضاء بحٌث 2 2MA MB . 

 تنتمً إلى H  ـ التحقق أنّ النقطة    

لدٌنا      
2 2 22 2 1 1 1 2 0 5HA        و      

2 2 22 0 1 2 1 1 0 3HB         

2ومنه  2 2HA HB  إذن النقطة H تنتمً إلى   

استنتاج طبٌعة المجموعة  . 

2 2 2MA MB ٓرعى     2MA MB MA MB  
   

َركبفئ   2 2BA MI 
 

  أْ 
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. 1BA MI 
 

 َركبفئ  . 1BA MH HI 
  

. َركبفئ  . 1BA MH BA HI 
   
 

نذٔىب  H   ًَمى . 1BA HI 
 

. َعهًٕ  1 1BA MH  
 

. أْ  0BA MH 
 

 َثبنزبنٓ    ٌٓ  

Hَ BAانمضزُْ انزْ ٔشمم


 . شعبع وبظمٓ 

 :التمريه الثالث

 المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ,O i j
 

. 

 التً لواحقها  C و A،Bنعتبر النقط 
Az i ،2Bz  ،2Cz i  ونسمً. على الترتٌبI،J،K  

OBمنتصفات القطع     ،AC   ،CB  و  Sالتشابه المباشر الذي ٌحول A إلى I وٌحول O إلى B 

ٌّن مركزه Sتعٌٌن العبارة المركبة للتشابه  -1 . ، ثمّ ع

2

2 2

B
I

z
z   ،

2

2 2

A C
J

z z
z i


   و 

1
2

2 2

C B
K

z z
z i


   

z' من الشكل Sالعبارة المركبة للتشابه  az b  ولدٌنا  S A I و  S O B ٌكافئ 

 

 

........... 1

.......... 2

I A

B O

z az b

z az b

 


 

 من  2 2 نجدBb z  ًبالتعوٌض ف  1 نجد 

2
22

2

I

A

z b
a i

z i




  وبالتالً العبارة المركبة للتشابه S  ًه 
2

' 2
2

z iz  

 ذات اللاحقة مركز التشابه هو النقطة الصامدة 
2 3

22
1

2

z i

i

  



 

AOBCتعٌٌن صورة المستطٌل -2 . S بالتشابه  

لدٌنا  S A I و  S O B 

. S بالتشابه C و Bتعٌٌن صورتً النقطتٌن 

2 2
' 2 2 2 2

2 2
B Cz iz i i z       وعلٌه  S B C .

 2 2 2
' 2 2 2

2 2 2
C Jz iz i i i z        وعلٌه  S C J 

 .IBCJ هو المستطٌل AOBCوبالتالً صورة المستطٌل
2Sنعتبر التحوٌل  -3 S S .  

. 2S بالتحوٌل O،B،Aأ ـ تعٌٌن صورة النقط 

        2S O S S O S S O S B C     ومنه  2S O C 

        2S O S S B S S B S C J    ومنه  2S B J 

        2S O S S A S S A S I   
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. S بالتشابه Iتعٌٌن صورة 

2 2 2 1
' 2 2 2

2 2 2 2
I Kz iz i i z

 
       

 
 وعلٌه  S I K 

إذن  2S A K. 

.  تحاك ٌطلب تعٌٌن عناصره2Sب ـ برهن أنّ 

2S  هو تشابه مباشر نسبته

2

2

2

 
 
 

 أي نسبته 
1

2
2 زاوٌته 

2


 أي زاوٌته  ومركزه  .

 تحاك نسبته 2Sإذن 
1

2
 ومركزه . 

 استنتج أنّ المستقٌمات جـ ـ    OC،  BJ، AKمتقاطعة  .

لدٌنا  2S O C النقط ومنه O ،C و  على استقامة واحدة أي  تنتمً للمستقٌم  OC .

و  2S B Jالنقط  ومنه B ،J و  على استقامة واحدة أي  تنتمً للمستقٌم  BJ .

و  2S A Kالنقط  ومنه A ،K و  على استقامة واحدة أي  تنتمً للمستقٌم  AK .

إذن المستقٌمات  OC،  BJ، AK متقاطعة فً النقطة . 

 :التمرٌن الرابع

I وعزجش انذانخ g 0 انمعشفخ عهّ انمجبل;  ثـ  :   
2

ln 1
1

x
g x x

x
  


 

ٌّرات الدالة .1  .، ثم شكل جدول تغٌراتهاg دراسة تغ

;0 تقبل الإشتقاق على gالدّالة   ولدٌنا : 

  
 

 

   
2 2 2

2 12 1 1
'

11 1 1

x x
g x

xx x x

  
   

  
 

إشارة  'g x 1 هً نفس إشارة x. 

 متزاٌدة تماما على gوبالتالً الدالة  0;1 ومتناقصة تماما على  1;. 

   
2

lim lim ln 1
1x x

x
g x x

x 
    


 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

      1          0 x 

    0           +       'g x 

      1 ln2 
 
 0 

 

 g x 
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تبٌٌن أن المعادلة . 2  0g x  تقبل حلا وحٌدا  على المجال  1;. 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gالدالة  1; وتأخذ قٌمها فً المجال  ;1 ln2  و 

 0 ;1 ln 2   إذن المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  فً المجال  1;. 

3.9التحقق أن  4 . 

لدٌنا  3.9 0.002g و  4 0.009g   أي    3.9 4 0g g  3.9 ومنه 4  .

م .3 ٌّ xتعٌٌن، حسب ق  إشارة   g x. 

             0 x 

             0 +  g x 

 

II f الدالة المعرفة على بـ  :   2ln 1x xf x e e  

 fC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

. 

 . عند fتعٌٌن نهاٌة الدالة. 1

 
   2 2

2

ln 1 ln 1
lim lim lim 0

x x

x

x xx x x

e e
f x e

e e  

 
    

 لأن
   

2

2 0

ln 1 ln 1
lim lim 1

x

xx t

e t

e t 

 
   و lim 0x

x
e


 

: تبٌٌن أن. 2 
 2ln 12

x

x x

ex
f x

e e

 
  ثم احسب ، lim

x
f x


 .

 
     2 2 2 2 2ln 1 ln 1 ln ln 1x x x x x

x x x

e e e e e
f x

e e e

    
   

 
   2 22 ln 1 ln 12

x x

x x x

x e ex
f x

e e e

   
   

 
 2ln 12

lim lim 0
x

x xx x

ex
f x

e e



 


    ّلأن 

2
0lim

xx

x

e
 و 

 2ln 1
0lim

x

xx

e

e






 

؛ xأ ـ تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً . 3   2' x xf x e g e .

 : عددا حقٌقٌاxلٌكن 

       
2 2

2 2 2

2 2

2 2
' ln 1 ln 1

1 1

x x
x x x x x x x

x x

e e
f x e e e e e e g e

e e

    
        

  
 

ب ـ تعٌٌن إشارة  'f x .

إشارة  'f x مثل إشارة  2xg e .

 ' 0f x  ًتعن  2 0xg e  2 تكافئxe  2 وتكافئ lnx  أي 
ln

2
x


 
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 ' 0f x  ًتعن  2 0xg e  2 تكافئxe  2 وتكافئ lnx  أي 
ln

2
x


 

 ' 0f x  ًتعن  2 0xg e  2 تكافئxe  2 وتكافئ lnx  أي 
ln

2
x


 

 متزاٌدة تماما على fوبالتالً الدالة 
ln

;
2

 
 
 

 ومتناقصة تماما على 
ln

;
2

 
 

 
 .

ٌّرات الدالة  . fجدول تغ

   
ln

2


  

x 

           0      +  'f x 

 
ln

2
f

 
 
 

  

 
0           0 

 

 f x 

تبٌٌن أنّ  . 4
ln 2

2 1
f

 



 
 
 




أنشئ  .  fC  . ٌعطى
ln

0,6
2


 و 

ln
0,8

2
f

 
 
 

 

   

ln
2

2

ln ln

2

ln 1
ln 1 ln 1ln

2

e

f
e

e



 

 



 
 

       
 

 ولدٌنا   0g   معناه  
2

ln 1
1





 


 

أي  
2

ln 1
1





 


  وعلٌه  

 

2
ln 2 21

2 11
f


  

  

     
 
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